Lecon 80
Etude des equations difféerentielles linéaires du send ordre
a coefficients constants. Exemples.

Pré-requis: - Continuité, dérivabilité
- Résolution des équations différentielles du peemrdre.

Dans toute la legon, on se place dans un corpdRowl C. | désigne un intervalle ouvert de R nate et
non réduit & un point ; a, b[eK (a# 0) etf une fonction continue de | dans K.

De nombreux exemples en mathématiques appliqguéegue dans la physique conduisent a la résolution

d’équations différentielles. On s'intéressera daeste lecon a l'étude et a la résolution d’'équation
différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficiestmstants.

1 — Généralités

: On appelleéquation différentielle linéaire du second ordre acoefficients constantgoute
équation différentielle de la forme ay'"+byy=ft) (E).
La fonctionf est appelée lsecond membrede (E) ; et on appellsolution de (E) sur I, toute fonction
¢ : 100 K de classe- ?telle que :
Ot a¢"t) + bo'(t) + co(t) =1 (1).

Remarque t[ | est une variable indépendante.

:L’équation ay"+by +cy=0 {Eestappel€quation homogengousans second membie
associée a (E).
On note S(K) (resp.o&X)) I'ensemble des solutions de (E) (resp))Bur | a valeurs dans K.

Exemples y"'-5y'+6y=0
2)y'—4y'+4y =0
3)y"+w?y=0;avew O R:.

Dans la suite de la lecon (E) désigne I'équatidféréntielle a y* + b y' + c y £ (t) et (k) son
éguation homogene associée.

Remarque # La courbe représentative d’'une solution y sut beg courbe intégrale sur I.

& Y(y)=ay"+by +cy application de %1) dans~ UI). (E) s’écrity(y) =f (t) et cette équation est dite
linéaire cary est linéaire.

Cette propriété explique certains résultats qurderprétera en algebre linéaire.

# En pratique, on ne cherche pas toutes les sofutiame équation différentielle mais seulementegs)l
qui vérifie(nt) certaines conditions. Par exemglkechercher les solutions y de (E) vérifiant lesnde
conditions initiales y§) = yo et y'(t) = Yo' (probleme de Cauchy). On retrouve ce problémmécanique, a
l'instant &, yo : position et y : vitesse.

Proposition 1: Structure des solutions de ¢k
L'ensemble $(K) est un K-espace vectoriel.
Preuve : C'est-a-dire que ) est stable par combinaisons linéaire§ A K, [y, z[JS(K), Ay + z[J S(K) ; ou encore que
c’est le noyau de 'applicatiogp : y v~ ay" + by' + cy.
* So(K) est non vide car =0 [7 S(K).
Soit y, zZ7S(K) i.e solutions de (E) sur | etA Z7R. On a alors quely + z est de classe” ?sur I.
Onaaussi:Jt R, ay"(t) +by'(t) +cy(t) =0 et az"(t) +2(t) + cz(t) = 0.
Dou, Ot OR, a@y(t) + z(1)" + bAy(t) + z(1))" + c@y(t) + z(1)) =4 (a y"(t) + b y'(t) + y(1)) + (a z"(t) + b Z'(t} ¢ z(t)) = 0 donc
Ay + z0S(K). m




2 — Résolution de I'équation homogene

: L’équation ar? + br + ¢ = 0 est appetipiation caractéristiqueassociée a (E), notéeJE
On noteA = b2 — 4ac son discriminant.

Remarque # (E;) admet toujours deux racines complexes, distinmeson, r et r'.
azz+bz+c=a(z-r(z-r);r+r=—tdarr=cla.

. . : | oo- K . . :
Proposition 2 : Soit r O K, la fonction f, : {tD::-e” est solution de (k) si, et seulement si

arz+br+c=0.
Preuve := Sitwo- € solution de (E), ar2 € + br € + ¢ € =0, comme©#0, ar2 + br + ¢ = 0.
O Siarr+br+c=0, ®z0) doncar2B+bré +cé=0,ieé&solution de (k). m

a) Solutions complexes degjfour (a,b,cl] K x K2
Théoreme 1: Les solutions complexes de @Esont :
1) SiA# 0, (E) a deux racines complexes r et ' (distinctes) :
S@) ={tOlas- C&+C'€" |(C,C)OC2}.
2) SiA =0, (E) a une racine double complexe r :
S@) ={tOlao- (Ct+C) €' |(C,C)OC2}
Preuve : Dans C, I'équation (E) admet deux solutions complexes r et ' (distircteu non) ; donc d'aprés la proposition
précédente oo~ €' est solution de (B).
Pour avoir toutes les solutions y ded)Eon change de fonction inconnue en posant : ytE' u(t) = u(t) = " y(t).
On obtient par dérivation : y'(t) =&(U'(t) + r u(t)) et y"(t) =€ (u"(t) + 2r u'(t) + r2 u(t)).
En reportant et en simplifiant par'equi ne s’annule pas sur R, on constate que y estiion de () ssi u solution de
a u"(t) + (2ar + b) u'(t) + (arz + br + c) u(t) 0.

Commear2+br+c=0 et r+r' :2 - 2ar+b=a(r—r),onobtient au"{t)+aEr)u't)=0 < u"{)+ (r-r)u'(t)=0.

1) Si4 #0, les racines r et ' sont distinctes et la réstidn de u" + (r —r') u' = 0 équation linéaire d premier ordre en u', donne
u':u'(t) = Aexp((r— rMt) avecAd JC, puis u : u(t) :r:Ar' exp((r—rt) + C;avec4q, C) JC?. En posant C' :r:_Ar' OC, on
obtient u(t) = C'exp((r — r)t) + C. FinalementJC, C' [JC, u(t) = C' exp((r —nt) + C et y(t) = C'e+ C' &".

2) SiA=0, les racines r et r' sont égales et I'équatidavient u"(t) = 0, d’ouJC, C' JC, u(t) =Ct+ C' et y(t)=(Ct+C)'em

Remarque # En langage algébrique, on dit que I'ensemble ddstisns forme un plan vectoriel de
dimension 2 (car celles-ci sont combinaisons li&aile deux fonctions non proportionnelles).

# Les solutions a valeurs réelles de)(Eont des solutions a valeurs complexes caraéripar le fait
gu’elles sont égales a leurs conjugués (¢RB1 SH(T)).

b) Solutions réelles de {Epour (a,b,cl IR x IR
Théoreme 2: Les solutions réelles de (§ sont :
1) SiA > 0, (E) a deux racines réelles distinctesret r' :
S(R)={tOlac- C&+C'€" |(C,C)OR2}.
2) SiA =0, (E) a une racine double réelle r :
S(R)={tOl«o- (Ct+C)€" |(C,C)OR2}.
3) SiA <0, (E) a deux racines complexes conjuguést iw etA — iw:
S(R) ={t Ol wo- & (C cosgxt) + C'sin(et)) | (C, C)OR2}.
Preuve : 1) S4> 0, (E.) a deux racines réelles distinctes r et r', suppos r <r'.
Les solutions complexes sont7t /71, y(t) = C € + C' €', C, C' [JC. Les solutions sont & valeurs réelles (ou égateteurs

conjuguées) ssiJt 1, Ce' +C'd'=Ce'+C &' = (C-C)e'=(C' -C)d' =(C-C)=(C -C) ™;comme

I'égalité est vraie pour tout 71, on a C =C et C'=C'.

Inversement, siC € et C'=C', I'égalité précédente est vérifiée.

Les solutions réelles sont donc définies par: () JR2, y(t)=C & + C' €".

2) On traitera de maniére similaire le cas= 0.

3) Sid< 0, (E) a deux racines complexes conjugués iw, avec 4, &) JIR2.

Les solutions complexes sont de la forme suivante : (C, C") [JIR?, y(t) = C exp@ + i at) + C' exp(@ — i at).

Ces solutions sont réelles s&f éC exp(iat) + C' exp(—w)) =t (5 exp(iat) + c exp(—iax))

Ce qui implique (C ' ) expiat) + (C' — c )=0.0nacC =C en additionnant les égalités obtenues en faisantQ et t =£).



Inversement, si C' € , I'égalité précédente est vérifiée.

Comme C' =C , il existe donc deux réela, PtelsqueC=a+if et C'=a-ip
Les solutions réelles sont donc définies par I'egpsion suivante oud;, f) [JIR? :
y(t) = €' ((a+i B expliat) + (@—i B exp(-iat)) = y(t) = €& (2a cos@t) — 2Bsin(at)). m

Remarque En langage algébrique, on dit que 'ensemblesdégions forme un plan vectoriel de dimension
2 (car celles-ci sont combinaisons linéaires dexdenctions non proportionnelles).

Exemples 1) y" — 5y' + 6y = 0. L'équation caractérisq(e) r2 — 5r + 6 = 0 admet deux solutions
distinctes 2 et 3. Donc®) = {t O 1 oo~ Ae® +p €| \,p) O K2},

2) y" —4y' + 4y = 0. (B admet une solution double 2 ; d’og(t) = {t O | oo (At + p) €| A\,p) O K2},
y'+wy=0;aveaw JRL (E)r2+w =0 « r2=-? < r=ziw donc deux racines complexes
conjuguées. D'oug@R) = {t O | 0o~ Acosgt) + psin(wt) | A, O K2}

Exercice: Déterminer les solutions réelles et complexesédpiations différentielles suivantes :
1) y'+y+y=0 2)y' =iy =0.

. 1, .43 1 .43 1 .3[3 1 .3[3
. - r2 = = _ - = _ ' = =
Solution: 1) (E) : r +r+1:(r+2+|5£/2 (r+2 |5C2 doncr 517 et r 2+| 5 @ #0dansC).

Les solutions complexes de I'équation homogéne+ y'+ y = 0 sont donc les fonctions :

y(t) = ex;(—%) (C exp(i 3?0 +C ex;(—i32E t)) avec (C, C'P €=

Les solutions réelles, i.e celles qui sont égalesi&d conjugués sont :
y(t) = exp(—%) (C co{%t} +C' sir(52@ tD avec (C, CllIRz (A < 0 dans IR).

Dans les deux cas, on voit que les solutions tendes 0 quandto - +eo puisqu’on a : |y(tx (|C| + |C'|) ex{r%).

2)(E):r2—ir=0 « r(r—i)=0.Doncr=0our=i OnendédBy(C) ={t 0100 A; +A,€° | (A1, A,) O T2
Cherchons les solutions réelles : 3qjtA, fixés tels quél x O 1, yo(x) soit réel.

On a: y(x) =A1 + A, (cos x +isin x) ; d'ou Im@(x)) = ImQA,) + Im(A,) cos x + ReX,) sin x. DoncA; O IR et A, =0.
Finalement §IR) ={t 01 0o~ Ay |A; O IR}. ¢

3 — Résolution de (E)

a) Solution générale de (E)
: On appellesolution particuliere de (E), une solution de (E).

Proposition 3: Structure des solutions de (E)
L’ensemble S(K) des solutions de (E) sur | est 'esemble de la somme d’une solution particuliere,y|
sur | de (E) et d’'une solution y sur | de (E).

Preuve : Puisque yest une solution particuliere de (E) sur L7t 71, ay,"(t) + byp'(t) + cy(t) = f(t)  (1).

* Désignons par y [7S(K), i.e solution de (), 7t [71, ayy'(t) + by'(t) + cyo(t) =0  (2).

Par addition de (1) et (27t J1, a (y,"(t) + yo'(1) + b (yp'(t) + yo'(1)) + ¢ ((t) + () = (1)

Doncy =y +yy solution de (E) = y, + S(K) ZS(K).

* Désignons par y7S(K), i.e solution de (E) sur 17t 71, ay"(t) + by'(t) + cy(t) = f(t) (3).

Par soustraction de (3) par (1), a (y"(t) 5'%t)) + b (y'(t) — y,'(t)) + ¢ (y(t) — y(®) = 0.

Donc yy =y —y estsolutionde (§ ety =y+ Yy Oy, + SK). Donc S(K)TS(K)+ Yy, i.e S(K)=y+ S(K). =

Remarque En langage algébrique, on dit que I'ensembleys £ § des solutions de (E) forme un espace
affine contenant yet de direction &

Proposition 4: Principe de superposition des solutions
Soit g : I oo~ K une fonction continue et () :ay"+by' +cy=g(t).
Si y et y, sont solutions sur | de (E) et (B, alors pour @, p) O K2, Ay + py, est solution sur | de
ay"+by +cy=Af(t)+pg(t).
Preuve : On a par hypothésé/t 71, a y"(t) + b y'(t) + c y(t) = f(t) etTt 1, ayy"(t) + b yg'(t) + ¢y (t) = g(b).
Multiplions par A et 4, sommons et utilisons la linéarité de la dérivatio

a@y"(t) + pyg" (1) + b (Ay'([t) + pyg (1) + ¢ (Ay(t) +uye(t)) = AF(t) + pg(t).
Donc Ay + uy, est solution de I'équation différentielle indiquém
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Remarque On peut généraliser, i.e & X, f, et si pour tout kJ {1,...,n} on dispose d’une solution
particulier y de I'équation ay" + by' + cy f, alorsZ;_, yi est solution particuliere de (E).

b) Probléme de Cauchy

Théoreme 3: Théoréme de Cauchy-Lipchitz

Soit (to, Yo, Yo') O 1 x K2, Il existe une unique solutionp de (E) sur | vérifiant ¢(to) = yo etd'(to) = Yo'
Preuve : On obtient cette solution en faisant leactyement de fonction inconnue y(t) ='eu(t) ou r racine de (E) et en
déterminant u et y & I'aide des conditions initiale
On pose y(t) =tu(t) = u(t) = €™ y(t). On obtient par dérivation : y'(t) ="e(u'(t) + r u(t)) et y"(t) = & (u"(t) + 2r u'(t) + r2 u(t)).
En reportant et en tenant compte de ar2 + br + ¢ =piis en simplifiant par & on constate que y est solution de (E) ssi u est
solution de (E') : au"(t) + (2ar + b)u'(t) = & f(t) ; u' solution d’une équation différentielleihéaire du " ordre : u(t) = & y(t),
u'(t) = e (y'(t) — ry(t)), il est équivalent de chercher :  une solution y de (E) telle que W= Yo, Y'(to) = Yo'

* une solution u de (E") telle que wt= €™y, u'(ty) = € "0 (Yo' — r Yo).

Comme il existe une seule solution u' de (E') telleegu'(t) = €™ (Yo' — r Yo), comme l'intégration de u' compte tenu de la
condition d'intégration u(g) = €™, y, donne aussi une unique solution sur |, le résultast prouvém

Remarque La seule solution telle que (& y'(t)) = 0 est la solution nulle.

Exercice: Déterminer les solutions réelles de y" + 44y+= 18 cht (*), avec y(0) =0 et y'(0) = 1.

Solution: (E) :r2+4r+4=0.0nA=16-16=0,doncr :g—: —2 racine double.

Donc y(t) = (Ct + C) &, C, C'U IR.

Avec la méthode précédente, on pose y(f)>-ugt).

y'(t) = e® (u'(t) - 2u(t)) et y"'(t) =& (u"(t) — 4u'(t) + 4u(t)). En reportant dans @ a
u"(t) =18 cht&=9(e" + &).

3t
Par intégration, on en déduit u'(t) {%— + é) +a=38+09d+a, avec & IR donc u(t) = & + 9 + at + b, avec (a, ) IR2.

Dol y(t) = €2 u(t) = é + 9¢' + (at + b)&®, avec a, iJ IR. Comme y(0) =0 et y'(0)=1.
Ontrouvey(0)=1+9+be b=-10.y(t)=e-96'+ ae®—2(at + b)& doncy(0)=-8+a—2b- a=-12¢

Remarque Si a, b, ¢, ¥ Yo' O IR, et sif est a valeurs réelles, on peut vérifier que latgwi ¢ du probléme
de Cauchy est a valeurs réelles. La méthode prepms#duit a une solution a priori complexe, maivoit

par conjugaisoril solution du méme probleme de Cauchy. Par unicétie solution est donc égale a son
conjugué, ce qui établit qu’elle est réelle.

¢) Cas ou le second membre est particulier
Proposition 5: Second membre sous la forme exponentielle-polynéme

Soit A O R, P une fonction polyndme a coefficients dans ket I'équation différentielle linéaire
(EY:ay"+by +cy=&"P().
Alors (E') a au moins une solution particuliére dela forme t «o-. €' Q(t) ou Q est une fonction-
polynébme a coefficients dans K, de degré égal a :
1/ d°Q =d°P, siaz+ b\ + c# 0 (la fonction polynébme Q est unique)
2/ d°Q =d°P + 1, sh est racine simple de X2 + bA + ¢ = 0, mais Q n’est pas unique.
3/ d°Q =d°P + 2, sk est racine double de ¥ + bA + ¢ = 0, mais Q n’est pas unique.
Preuve : P(t) = pt" + ... + pt + py avec d°P = n, donc,p=0.
On cherche une solution du type y 2'¢Q(t)), de sorte qu’on ait : y'(t) =%(Q'(t) + AQ(t)) et y"(t) = &"(Q"(t) + 24Q'(t) + 22Q(t))
En reportant dans (E), on obtient aprés simplificatipar € 20, aQ"(t) + (2a1 + b)Q'(t) + (al2 + M + c)Q(t) = P(t).
Supposons & + bA + ¢ #0 : le membre de gauche est de degré n ssi d°Qdonc Q(t) = gt" + ... + qt + .

n n n n
L'égalité précédente équivaut a la suivante 8 k(k — 1)qt“? + (2ad + b)Y kgt + @2+ b+ )Y gt = > pt<.
k=2 k=1 k=0 k=0
Enposantj=k—-2;j=k—-1;j=k;]j=k, paien identifiant les coefficients des deux memb@s obtient :
@k +bd+c)g =y
(a2 + A + C)oh.y + (24a + b)ng, = Py
(a2 + bA + C)th2 + (2Aa + b)(n — 1)g1 + & (n — 1)¢h = pr2

(af2 + bl + ) + (24a + b)g + 2ag= Py
Comme a2 + M + ¢ #0, la premiére ligne détermine ,gl'autre gy, ... On en déduit qu’il existe un polynéme Q et seul
répondant au probléme.
On traitera de fagon analogue le cas duest racine simple ou double de .
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Exercice: Déterminer les solutions réelles de I'équatidfétentielle (B) : y'+y' +y =2 cos t.

Solution : On cherche d’abord une solution particuliéreEig.

Comme 2cos t ="e+ €"; on cherche une telle solution en superposant de
solutions particuliéres des deux équations y"+y=€ et y"+y +y="¢.
D’apres la proposition 5, on peut chercher de gedlelutions sous les forme
too-Cé et too- Ce"; ce qui conduit aux solutions - eet i€".

Par superposition,to - —i(e' — e") = 2sint est solution de y" +y' +y = 2cos t.
Comme la solution générale de I'équation est somme cdtte solution
particuliere et de la solution générale déja obtete I'équation homogene, les
solutions sont :

y(t) =2sint + exé—%) ()\ COSGZE t) +U sir(32E tD OUA, L O IR.

Voici une représentation de quelques courbes ialtgégrde I'équation (E On
remarque que, quelles que soient les conditionsales choisies, leur
comportement asymptotique est le méme.
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