Lecon n°70 : Fonctions logarithmes

Prés-requis continuité, dérivabilité d'une fonction
définition et propriété de l'intégrale (relatioordire,..)
puissance rationnelle d'un nombre réel
généralisation du théoreme des valeurs intermédiair

|. Fonction logarithme népérien

Définition: On appelle fonction logarithme népérien la privatsur I'intervalle ]0,%[ de la

. 1 .
fonction X—>; qui s'annule en 1. On note cette fonction In.

Remarque Il découle directement de la définition que ptmwt x appartenantl&*™ In(x)= fdt/t
1

Propriétés: 1) la fonction In est définie, continue etidéble sur ]0,4[ et YxelR™,
1

In(x))'==
(In(x)' ==
2) la fonction In est strictement croissante sid()
3) In(x)<0 <=> 0<x<l et In(:>0 <=>x>1

Dem: 1) f: t—1/t est continue sur ]0s donc intégrable sur chaque intervalle fermé Born
[a,b] contenu dan$0,+o[
par conséquenyx >0, f est intégrable sur [0 X]

x—In(x) dérivable sur ]0,#[ car F:x— f —) est continue sur 0 et
1

dt.. _
(=

dérivable sur 10.[, (In(x))'=(

X |~

o S—

1 , . :
2) X >0 VxelR*™ => In strictement croissante sur |&+

3) le signe de In(x) est fournit par le senyaigation de In
In(1)=0 et In est strictement croissanteRsu

: . 1 »
pour x>1, In(x)=] —=dt est strictement positive car est positive.

(1 (1
dt= —f?dt<0 carf?dt>0

X

pour x<1, In(x)=

g
f

t
1
t
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Il . Propriétés algébriques

Théoréme: Soit | un intervalle d®, u:l — IR une fonction dérivable sur | et ne s'annulantquad.
On a In|u| est dérivable sur | et (IpHuth—

Dem: Soit %<1, comme u est continue et ne s'annule pas ahexiste un voisinage V de x
tel que surV N1 la fonction u garde un signe constant, le mémeugg

Si u(¥)<0 alorsWxe VNI (In |u()|)= (In -u(x)) et (In |u(x)|)':(L)X(—U'(X))

—u(x)
(par le théoréme de dérivation d'une tionccomposée).
De méme pour ux0.

Application: Soit | un intervalle d&, u:l — IR une fonction dérivable sur I, ne s'annulant pag.su

Onav a,k=1 } l:J'(():()) d x =In JuX)|

1
Exemple 1: fzzx—_l6d x =[In|x2-x-6[].*=In6-In4
X p— p—
-1

0
. -1 _ . .
Exemple 2: d x =In(pi/2)-In(pi
_Jll V1- x2.arccog x) x=In(pu2)-Inp)

Théoréme fondamentaleV a,b= R* In(ab)=In(a)+In(b)

Dem: Soit aR™on considére la fonction R¥— R
% In(ax)

f est dérivable sut™, comme composée de fonctions dérivableRSur
etf'(= Z=1
Cax X

Doncv xR™, f(X)=In(x)+k, ke R.
Pour x=1 on trouve k=f(1)=In(a).
Doncy »xR™, In(ax)=In(a)+In(x).

Remarque: Le logarithme népérien a été inventé par M.Nepek6dd. Le but était de changer la

multiplication en addition. Ce qui a per@itépoque de simplifier beaucoup le calcul
sur les machines.

Corollaire: ¥ a,beR™, pour tout pe Q
1)In(a/b)=In(a)-In(b)

2)In(1/b)= - In(b)

3)In(a’)=pIn(a)
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Dem: 1) In(a)=In(bx(ab))=In(b)+In(a/b) d'ou In(a/b)=In(a)-In(b)

2) In(1/b)=In(1)-In(b)= - In(b)

3) 1**méthode : posons eR* f(x)=In(x")
f'(X)=pXIxP=p/x => f(x)=p.In(x)+k¥xeR " keR
pour x=1, k=0

Zm™méthode : soipe IN, par récurrence sur p on montre quePk@In(a)
pour EQ , il suffit d'étudier le cas de IHjaavec £ N
In(@)=In((@"r)=r.In(@") donc In(@"=In(a)/r

lIl. Etude de la fonction logarithme

1) Limite aux bornes de ]0,40[

Théoreme:1) lim (In(x))=+4c 2) lim (In(x))=—o0
X— + o0 x—0
x>0

Dem: 1) On veut montrer quev/A>0 3n>0 tg x>n => In(X)>A
In(2)>0,VYA>0 AnelN tel que In(2)>A (car In(2) =nIn(2)).
De plus, comme In est strictement croissant@minee la suite nin(2) tend vers
+oo quand n tend vers-oo : pour tout x>2 In(x)>A (car In(x)>In(2)>A)
donc lim (In(x))=+c
X— 400

2) On a/ x>0 In(x)= -In(1/x) <=> -In(x)=In(1/xy'ou lim (In(x)) = lim —(In %)

En posanbl:% onalim (In(x)) = lim —(In(y))=—o

x— 0 y— o
x>0

2) Représentation graphigue:

Graphe : sur calculatrice

fonction logarithme

. 05 \ In()

0103050,7091,11,31,51,7192,123252,7293,1333,5
X
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Remargue: Le graphe de la fonction In est situé en desseused tangentes car la fonction In est
P , . n _1
concave(sa dérivée seconde est négativelau(In(x)) =7<0 ).

Exemple : la tangente en 1 a pour équayex-1la tracer sur la calculatrice

3) Le nombre e et quelques limites.

On a vu que la fonction In est définie, continustattement croissante sRif".
Avec les deux limites précédentes, on en déduilmmest une bijection de™ surR (généralisation
du théoreme des valeurs intermédiaires), ce quielon sens a la définition suivante :

Définition: L'unique réel strictement positif dont le loganith népérien est égal a 1 est noté e

Proposition:

1) lim M:0
X

X—+©

2) lim xIn(x)=0
x—0
x>0

3) fim NA*+X) g
x—0 X
x>0
. In(x)
lim ——=1
A M X1

1_1
Dem: 1) V=1 on a?<ﬁ doncVx>1 réel et par positivité des fonctions et les refet

d'ordre sur les intégrales on ﬁ%dt < f%dt qui par calcul nous donne
1 1
N Y<2rx-2
In(x
comme x>0, on 30<L<£__Z
X Jx X
et i—gtend vers-0Oquand x tend vers o«
Jx X
|
donc par le théoréme des gendarmes on en déguitiop nix) =0
X—+ o0
1
In(=)
_1 o X . In(X)
=— —0" ! | = —_— =
2) PosonsX X Pourx—0" X —+eo dou lim —o xlﬂlw ~ 0
3) lim In(1+x)=In(1) —In(1)=1
x—0 X
x>0
. In(1+x . In(X
4) Posons X=1+x pourx0 X—1 lim In(1+x) = lim (X) =1
x—0 X x—0 (X—l)
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V. Fonctions logarithmes en base a.

Définition: Soit &R™\{1}, la fonction log, : R*"— R est appelé fonction logarithme en base a
X — In(x)/In(a)
Si a=10, on la note lgget on I'appelle fonction logarithme décimal.

Remarque 1) log(a)=1
2) la fonction In est la formtilogarithme de base e

Propriétés: 1) logy(x) est dérivable sux™ de dérivé—(xlnl( )

2) logx) est croissante s@ir” si a>1 et décroissante dRf* si O<a<l

3V X, YeR™ loga(xy)=l0ga(x)+l0gx(y)
In(x)

Dem: 1)V x¢ R™ loga(x):(ln (@) In(x) est dérivable suk™ donc log(x) aussi

2) x=IR** donc le signe de (lg&x))' ne dépend que de In(a).
Si a>1 logx)'>0 => log(x) est strictement croissante
Si 0<a<l logx)'<0 => log(x) est strictement décroissante

3) Soient x,gR"" log,(xy)= (llr;](()g))) = 'n(()m;r;)(y)=Ioga(X)+loga(y)

Graphe: sur calculatrice

fonction logarithme en base a

35
3
2,5
2
1,5 ——
L N\ Inx)
0.5 \ log base 10
> -O,g log en base 2
1 \ log en base ¥
-1,5 | \Iog en base 1/3
-2
-2,5
-3
-35

01030507091113151,7192123252729313335
X

V. Application Encadrement de e

Définition: La bijection réciproque de la fonction logarithrmégpgrien est apelée fonction
exponentielle de base e et est noté exp.
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e R 1 n 1+n)
Propriété: Pour tout ne IN', on a (1+ﬁ) <e< (1+%)

Exemple: Pour n=16, on a : e5[2,71815;2,71842]

Dem: 1) Montrons que(1+%)n <E€
vV X € R In(X)<X-1, car X-1 est une tangente et que In(X)@mcave

- . 1 © s
en particulier cela reste vrai pom=1+ﬁ avec neN’ d'ou: In <

1+
n

1
n

donc exp(In 1+%

1 . . ,
)= 1+% < eXp(F) (car la fonction exp est strictement croissante :

méme sens de variation que sa fonction récipfoque

De plus, pour tout € R*™ et ne@ : on a In(X)=n.In(x) donc exp(In(X))=exp(nin(x))
C'est a dire %xexp(nin(x))

n

Donc, en particulier, poux=exp(%) , on a(exp(%)) =exp( n.%):e [1]

. , 1\"
D'ou le résultat :(1+ﬁ) <e€

1 (1+n)
2) Montrons que < (1+ﬁ)

1 1+x

1 p 4 i + XX (——— < —_

D'aprés le schéma ci-conte, e ® (x+1) < [ (=)

x+1>0 doncx<(x+1)xIn(1+x)

- 1 1 1 1 1.a+%
En particulier, pourx==, =<(=+1)xIn(1+=)=In((1+=) "
particulier, pou==2, ~<(=+1)xIn(1+=)=In((1+=) ")
1

s 1 1 1+ . .
D'ou exp(ﬁ)<(ﬁ+ 1) " carlafonction exp est croissante

)f'H—m

Donc, d'aprefl], on a & (1+%
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