Lecon 65: Inégalité des accroissements finis. Exeleg d'applications a I'étude de suites et de
fonctions. Calculatrice

Pré-requis:-Théoreme de Rolte Soit f :[a,b}> [0 ,avec a,bl O (a<b), continue sur [a,b]
et dérivable sur ]a,b[ tel qua)ff(b) alors il existe un €! ]Ja,b[
tel que f'(c)=0.

Dem Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivalslur ]a,b[ tel que
f(a)=f(b).[a,b] est un intervalle fermé borné. @utie fonction continue sur un fermé borné est
bornée et atteint ses bornes. Alors f{x)< M. De plus f passe par m en c et par M en d.
ler cas: m=M alors la fonction est constante si,[&§x)=m=M alors f '(x)=0 et donc tout point de
]a,b[ convient.
2eme cas:;M, f(a)=f(b) alors si M est atteint en a alors msgga jamais atteint (ni en a ni en b).
Donc il existera un point ¢ dans [a,b] ou f attei@t extremum. Alors f '(c)=0

- suite de Cauchyd&e>0,[ndINO(p,q)IN?2  (p>n et g>n) => ‘Up_l,h|<£ (ou TVI selon

le Thm du point fixe qu'on choisi)
- continuité, dérivabilité.

I. Théoréme des accroissements finis

Soit I=[a,b] avec ap O (a<b)

Théoreme 1 Soit f :I->0 une application continue sur | et dérivable sub[]alors il existe a
moins un point cl]a,b[ tel que f(b)-f(a)=(b-a)f '(c) ie f '(c) = fli(a) (b+#a)
-a

Remarque Il n'y a pas forcément unicité du point c.

DemConsidérons la fonction suivante-g:R
x> f(b)-f(x)+(b-x)*(f(a)-f(b))
b-a
Comme f est continue sur | et dérivable sur ]ajbfsag est continue sur | comme somme de
fonctions continues sur | et dérivable sur ]Ja,bhaote somme de fonctions dérivables sur ]a,b[.

g(a)=f(b)-f(a)+(b-a)* (f(a) f(b);o
g(b)=f(b)-f(b)+(b-b)* (f(a) f(b))=0

alors g(a)=g(b). Toutes Ies hypothéses du théorateeRolle dont vérifiées, ainsi il existe un
c Ua,b[ tel que g'(c)=0.

On a g'(x)=-f'(x)-(f(a)-f(b))en particulier pourld]a,b[ on a g'(c)=-f '(c)- (f(a) f(b))
b-a
et donc d'aprés le théoréme de Rolle g'(c)=0 ddyH(f(b)-f(a)) (bta) ie f(b) f(a)=(b-a)f '(c)
b-a
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Interprétation graphique :(transparent) (f(b)-f(a)) (b#a) représente la pente de la droite passant
b-a
par les points A(a,f(a)) et B(b,f(b)); f '(c) repedte le coefficient directeur de la tangente a la
courbel’ représentant f au point C(c,f(c)).
Dire gu'il existe un cl]a,b[ tel que f '(c)=f(b)-f(ay'est dire qu'il existe au moins un
b-a
point de T tel qu'en ce point sa tangente est parallele §.(AB

Dessin{transparent)

Il. Inéqgalité des accroissements finis

Théoréme 2: Soient f et g définies et continues sur | et dioig sur ]a,b[ telle que pour tout
t U]a,b[, f'(t) <g'(t) alors pour tout xyI avec x<y on a f(y)-f(x)g(y)-g(x).

Dem:Soit h(x)=g(x)-f(x) et x,}!I tel que x<y. g est bien continue sur | et dérigatur ]a,b|,
alors d'aprés le théoréme des accroissementsl faxisite un ¢1]a,b[ tel que pour (y)
h(y)-h(x}Fh'(c)=g'(c)-f '(c)® donc h(x)A(y) ie f(y)-f(x)<g(y)-g(x).
y - X

Corollaire 1: Soit f ;=0 une fonction continue sur | et dérivable sur Ja®jl existe m et
M U O tels que, pour toutt]a,b[, m< '(t)<M alors pour tout x,y1 m<f(x)-fly) <M, (x2y).
X=y

Dem: Soit f ;-0 une fonction continue sur | et dérivable sur ]add[ que pour tout
t Ula,b[ f '(t)<g'(t) avec g(t)=Mt et h'(t)K'(t) avec h(t)=mt. En appliquant le théoréme 2obtient
alors que pour tout x, ¥ | avec x<y et %y ,h(y)-h(x)< f(x)-f(y)<g(y)-g(x) ce qui équivaut a
m(y-X)<f(x)-f(y)<M(y-x) ie m<f(x)-f(y) <M
X—Yy

Interprétation graphique :(transparent) Pour tout x[/]a,b[, on a m&(x)<M, c'est a dire qu'en
tout point de la courbE représentant la fonction f, la pente de la targest comprise entre m et
M.

On fait donc passer par A une droitg &e pente m et pde pente M et par B une droite,ie
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pente m et ) de pente M.
L'inégalité des accroissements finis s'interpratedsant que sur ]Ja,b[ est comprise dans le
parallélogramme formé des 4 points d'intersectimssses 4 droites.

Dessin(transparent)

Corollaire 2: Soit | un intervalle ouvert de!, et f:l— [ une application continue et dérivable sur
l. S'il existe un M>0 tel que pour toutlx, |f '(x)|<M alors pour tout x etlyt I, [f(x)-f(y)|<M|x-y].

Dem: Déduit directement du corollaire 1

[1l. Applications

1. A l'étude de fonctions

> Encadrement:
Exercice 1{transparent) Montrer que pour toutlX]-I1/2,I1/2 [, [tan(X)|3x]|.

Solution: Soit f:]-[1/2,T1/2 [ - U
t — tan(t)
f est continue sur [#/2, 11/2 [ et dérivable sur [¥2,T1/2 [ . On a f '(t)=1+tan3(t) donc pour tout
t U J-11/2,11/2 [, f'(t)>1. Appliquons l'inégalité des accroissements famge 0 et x avec g'(x)= 1
alors g(x)= x alors, pour X ]-I1/2, 11/2 [ \{0}, on a tan(x)-tan(0) %-0 et donc |tan(x)|}x].

Exercice2(transparent) Montrer que pour tout x 31/2 on a Q_4x-In(1+x)|_<x2
Solution: Pour tout x > -1, posons f(x)=x-In(1+x), on af)£%- 1 = x
1+x 1+x
ainsi pour tout x >1/2 on a f '(x) <2|x| donc f '(x) g'(x) avec g(x)= x2 si K[0,+oo[
-x2 si x [-1/2, 0]
on a alors |f '(x)| 9'(x) et par le théoréme 2 appliqué entre 0 etecax_>-1/2

on a [f(x)-f(0) ]<g(x)-g(0) ce qui nous donne donc (x<In(1+x)|_<x?
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Exercice 3{transparent) En considérant la fonction f(x)=x-sin(x)et en idént 3 fois cette
fonction, montrer que pour tout x0>, Xx-¥ < sin(x) <x
3!

Solution: f '(x)=1-cos(x) , f "(x)=sin(x) ,f "'(X)=-cos(x)f '(x) >0 donc f est croissante. De
plus f(0)=0 alors f est positive donc pour X sin(x) <x.
-1 <f"(xX) <1 (ie |f "(x)|]_<1) alors d'aprés le théoréme 2 appliqué entrex @ >0 ) on a
-x <f"(x) <x car f "(0)=0. En répétant I'opération on ofitiex?<f '(x) < x2.0n recommence une
2 2
derniére fois, ce qui nous donne®-sf (x) < x°
3! 3!

on a donc bien pour tout x@, x-¥ < sin(x) <x
3!

> Variations d'une fonction

Théoréme 3:Soit f:I— [0, une application continue sue | et dérivable ail]
1. fest constante sur | ssi x| f'(x)=0.
2. festcroissante suski U x| f'(x)>0.
3. fest décroissante sur I $3ixU1 f '(x)<0.

Dem: 1.=> si O xUI f '(x)=0, prenons a,bl | alors le théoréme des accroissements finis
appliquer a f nous dif- ¢ U ]Ja,b[ tel que f(b)-f(a)=(b-a)f '(c). En particuliprenons x=c alors
f'(c) =0 et donc f(b)-f(a)=0 donc f(a)=f(b) etdteconstante.

<= f est constante<=>@dissante et f décroissante <=>f '(xp>et f '(x)<0
<=>f'(x)=0

2. et 3. =>méme méthode que 1.
<=Supposons f croissante sur |,sdit]a,b[ il existe un ElI\{x} tel que f(c)-f(x) >0
cC—X
(car f est croissante) et alors par passage aniglguand ¢ tend vers x on obtient f '(x) >

De meme pour une fonction décroissante.

Exercice 4{transparent) Etudier les variations de f:[-2,2p [
%> X3-x2-X+1

Solution:f est dérivable et continue sur [-2,2], f '(X)=3%-1
f'(x) =0 <=>x1=-1/3 et x2=1
f'(xX)>0<=>x>xlet x<x2

f'(X) <0<=>x1<x<x2

tableau de signe et de variations.
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> Prolongement de la dérivée en une borne

Théoréme 4:Soit f une fonction continue sur | et dérivable Jgyb|, si Liﬂ f'(x) existe et vaut

alors f est dérivable a droite en a&a)=L (idem a gauche).

Dem: Pour toute > 0, il existe un h > 0 tel que pour toutia,a+h[, L€ < f'(x) < L+e. On

applique le théoreme 2 entre a et a+h ce qui noosalLe <f(a+h)-f(a)< L+e. Puisque c'est
h

vrai pour touts > 0 on conclut par passage a la limite lorsquenid tvers 0 que Ek-<f'(a) <L+e.

et donc {(a)=L (idem a gauche)

2. Al'étude de suites

> Par le théoreme du point fixe:

Théoréme du point fixe: Soit | un intervalle non vide fermé &t une fonction del dans!| de
classeC! surl .

S'il existe k0]01] tel que pour toux 01| f'(x)| <k

Alors : pour toutU, 01 | la suite(U,)on définie paru, et par la relation de récurrendg, = f(u,)
, converge vers I'unique point fidede f surl .

De plus :OnON, |u, = 1| < k"[u, = 1|

Dem: OnON,ju, —1|<k"u, ~1|
D’aprés le théoréme des accroissements fin@i(gble a f sur[un,l])
e, OJu,.I[ tel que f(Upa) = F () =u, =1 = £(6,) Uy, =)
Donc|u, =1 =|f'(c,) Uy =] < Klu,_, =]
De proche en proche, on obtient le résultat

- La propriété des valeurs intermédiaires donnectiBment I'existence du point fixe.
- Unicité du point fixe : par I'absurde
Supposons quket |, soient deux points fixes de f

=1, =] (1) = f()|s Kkl =1, <[, =1,| : contradiction
- (U))non est de Cauchyde > 0,00y ONtgOp>qg=n, :‘up - uq‘ <)
‘un+l - un| = | f(u)-f (un—l)‘ < k‘un - un—l‘ donC‘Unﬂ - un‘ < kn|u1 - uo‘

n+p

_ k
Uy, p = Un| < Uy —un+p_1‘+...+|un+1—un\s (KPP L+ k”)\ul—uo\sﬁ\ul‘uo\

n kn
< ——Ju, —uy or lim =0
—k na+ool—
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Donc (U,).on est de Cauchy, donc converge.
-1 est fermé etf est continue sur donc.

Remargueici on utilise un intervalle fermé borné donc aeupdonner un autre enoncé du thm du
point fixe qui n'utilise pas les suites de cauctaisMe TVI pour la démo de l'existence

Autre énoncé: Soit | un intervalle fermé borné, et-fl une application classe€* sur | . S'il
existek 0]07] tel que pour touxO1,[f'(X)| <k

Alors : pour toutU, 1 | la suite(u,),.y définie paru, et par la relation de récurrentg,, = f (u,)
, converge vers l'unique point fidede f surl .

De plus :0OnON,u, —I‘S k”|uo —I‘

Dem: Existence Puisque f est contractante, f est continue qilde f(I)U | alors f vérifie
les hypotheses du TVI alors | existe.
Unicité: méme chose qu'au dessus

_(u,).an converge vers ISi (U,),on converge vers | a fortioifth)nn aussi.De plus par
continuité de f, f(U,).on ) converge vers f(l). Puisqugh+) =f((U,).on ) €t par unicité de la limite on
a I=f(l).

Exercice 5{transparent) Algorithme de Héron d'Alexandrie:

Soit (u), n appartenant a N, une suite définie pasl et u..= 1*(u,+2), 1=[1,2].
2 M

Conijecturer la limite a la calculatrice ( calculezgrxd[1,10] et yU [0,2]) sur un tableur et
un graphique.

Soit f:l—l une application continue sur | étidable sur ]1,2[,
X 1*(x+2)
2 X

on peut alors appliquer le corollaire 2. Pour tolt l ona f'(x)=1- 1
2 X2

If '(X)|= %—% et |f'(X)|_<1/2 or 1/2 > 0 alors d'apres le corollaire r8 @ pour tout

U, et w1 1 et pour tout Al N, 0 <f(uy)-f(Un1) < (1/2)*(Ur-Uns)
alors 0 <Un-Un < (1/2) * (Us-Uo) Oor w=1et y=1,5
dIOl:l O_QJn+1'Un S (:'./2)1 * (1,5-1)

0 <Un.1-Un < (1/2) * (1/2)

0 <Uns1-Un < (1/2)*1

La suite () est de Cauchy donc elle converge et a pour liita détermination de L ce fait par la
résolution de f(x)=x (d'apres le théoreme du pixa).
f(x)=x <=> 1*(x+2) = x <=> x:ﬁ
2 X
Donc (4) converge vers,/2 .
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Exercice 6{transparent) Etudier la suite définie pas,d et Y= (2+u1)% , 1I=[1,3].
Soit Soit f:l-| une application continue set bérivable sur ]1,2],
x> (2+X)?

g est continue sur | et dérivable sur I; g'(aj;'_'_—x et |g'(x)|_<a1§ (<1) alors d'apres
l'inégalité des accroissements finis ongetuy.,H | et pour tout Al N,

O_<g(u1)'g(u1-l) < 2J3 (un—un-l)
n
alors 0 <Un1-Un < (alg) (L-U) or b=1et u=+/3

n
d'oll 0 Uty < 713) (4/3-1)

La suite () est de Cauchy donc elle converge et a pour limita détermination de L ce fait par la
résolution de f(x)=x (d'apres le théoreme du pixa).

f(x)=x <=> x =2.
Donc (un) converge vers 2.

> Rapidité de convergence:

Proposition : Avec les hypotheses du théoréme précédent :
Si f'(1) =0, alors la convergence dd,).n est rapide

Si 0<|f'(1)| <1, alors la convergence dg,).on €st géométrique de
coefficient | f'(1)

Dem: /]n_Ilﬂ:l—_ll H f(l'a);lf(l)I—lf'(On)| o Gljunl[ dapres le théoreme des
accroissements finis
et Imc, =l gou lim '(C)=1() donc M A=F()=A coefficient de

n - +oo

convergence qui d'aprés la lecon 57 nous donrésidtat souhaité.

Lorsqu’il existe, A est appelé coefficient de convergence de la suite.
Si A =1, la convergence est dite lente
Si 0< A <1, la convergence est dite géométrique de coefficlen
Si A =0, la convergence est dite rapide

Suite de l'exercice 6Dans cette exercice f\'{@ )=0 donc la suitdu,),;y converge rapidement.

> Par comparaison (ou encadrement):

Exercice 7{transparent) Etude de la suit€u,) oy , b=
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Soit f :[x,x+1] —» O , XU[0,+o0[
t B In(t)

f est continue sur [x,x+1] et dérivable sur [x%idonc sur Jx,x+1[. On a f '(t)f:L t#0 et
t U[x,x+1] alors X+1_f(t)<1. Ainsi daprés linégalité des accroissementssfimn a

+1-f(X+1) f(X)<1 ie +1_In(x+1) In(x)<1 . Par passage & la somme on obtient alors
Z Z(In(x+1) In(x))<zl <=> X;llqn(zn) In(n)<XZn; Ll L <oy <in@) <u, +-4-
1

Alors a fortiori 4 <In(2) <u, o d'ou 0<In(2)- u< %

Et par passage a la limite odig(IN(2=h)=0 gonc lim(w)=In(2)
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