Lecon 53 : Suites Convergentes - Opérations Algébriques - Composition par
une Application Continue - Limites et Relation d'ordre

Pré Requis : Corps des Réels (notamment I'axiome de la borne supérieure) et des Complexes.
Application continue en un point.
On rappelle gu’une suite réelle (ou complexe) est une application u: P - R (ou C) ou P € N.
n - u(n)
On la note (u;,)ep OU plus simplement (u,,) et on désigne par u, son terme général.
On rappelle également que (v,,) est une sous-suite de (u,,)s’il existe une application strictement
croissante @: N — N telle que v, = Uy Vn € N,

On s’intéresse aux suites réelles.

I) Suites Convergentes

I-1) Suite convergente

Définition 1 : Une suite (u,,) est convergente s’il existe [ € R tel que
Ve>0,aNeN:n=>N=|u, -l <e()
Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

Théoreme-Définition 1 : Le réel [ s'il existe est unique. On I'appelle la limite de la suite (u,,) et noté [ = limu,,. On
dit que (u,,) converge vers [.

Démonstration : Supposons l et I verifiant (L) et tel que 1 < I'.
Posonse = (I' —1)/3. AlorsA N, € Ntelquevn=N; = |u, — 1| <¢
AN, ENtelquevn =N, = |u, —l'| <€
Posons N=max (N, N,).
Alorsyn = Nu, €[l —&l+e]ln[l' — &l + €] = @ par définition de € : Absurde. m

Exemple : La suite (u,) définie par u,, = 1/n” converge vers 0.
2n*+n+1
n*+3

La suite (v,,) définie par v, = converge vers 2.

Théoreme 2 : La suite réelle (u,,) converge vers | € R ssi toute sous-suite de (u,,) converge vers [.

Démonstration : Condition suffisante puisque (u,) est une sous-suite d’elle-méme.
Réciproquement, supposons que (uy) converge vers | et soit (U, mn)) une sous-suite de (uy).
Par hypothése, Ve > 0,AN EN:n>N = |u, — | < e.
Or ¢(n) = nvn € N (on peut le montrer par récurrence) eton a alors : Ve > 0,AN € N: n >
N = |u(p(n) - l| Sedoul =limuyy).o

Exemple : La suite (u,,) définie par u,, = (—1)" diverge. En effet Vk € Nu,, = 1 et uyp4q = —1.

Théoreme 3 : (i) Toute suite convergente est bornée.

(ii) Toute suite croissante (resp. décroissante) converge ssi elle est majorée (resp. minorée). Dans ce
cas, elle converge vers Sup u,,.

Démonstration :(i) lu,,| < |l| + € dés que n = N pour un certain N € N,
Ainsivn € N|u,| < Max([ugl, [uq] ... luy—11, 1] + &).
(i) Soit U = {u,|n € N}. U est une partie non vide majorée de R; elle admet donc une borne
supérieure S dans R. Ainsi, Ve > 03p EN:n=2p=>S—e<u, <u, <S=|u, -S| <e
Donc (u,,) converge vers S. &

n
Exemple : (u,,) définie par u,, = E » est croissante et majorée par 2 ; (uy,) converge (Attention | # 2).
k=1

Remarque : Réciproque de (i) fausse (ex: (—1)™).



I-2) Suite de Cauchy
Définition 2 : Une suite (u,,) est dite de Cauchy si
Ve>0,aNEN:nm =N = |u, — uy,| <e(C)

Théoreme 4 : Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration : Choisissons m=N dans la définition précédente alors
Ve>0,ANEN:n=N=|u, —uy| <e=|u,| < |luyl +¢
Dot vn € N |u, | < Max((|ugl, luq| - luy—1l, luyl + €).

Théoreme 5 : Une suite converge dans R ssi elle est de Cauchy.

Démonstration : (=) Soit (u,,) convergente dans R alors
Ve>0,aNeEN:n=>N=|u,—1l| <¢g/2
et par I'inégalité triangulaire
Ve>0,ANEN:nm=N= |u, — Uy, <|u, — U+l —uyl <e
D’oli (uy, )est de Cauchy.

(&) Soit (u,,) de Cauchy dans R etx € R.

Posons F(x) = {n € N|u,, < x} et E = {x € R|F(x)fini}. E n’est pas vide puisque (u,)est
bornée et E est majoré.
E admet donc une borne supérieure S dans R. Montrons que limu,, = S.
Soit 0. (C) donne alorsAIm e Nn > m = |u, — u,,| < €/2
Doncsiu,, — /2 € E alorsu,, — /2 < S etu,, + £/2majore E (sinon il existe x >u_m + &/2
tel que F (x)soit fini ce qui contredit I'inégalité précédente) donc S < u,, + €/2 d’ol |u,, — S| <
e/2.
Ainsidm € Nn >m = |u, — S| < |uy, — up| + [uy, — S| < € et donc (u,,) converge vers S. m

Exemple : La suite (u,,) définie par u,, = Y-, 1/k n’est pas convergente.

En effet, Y2¥\ 1/k = Y2V, 1/2N = 1/2 montre que (u,,) n’est pas de Cauchy.

I1) Opérations Algébrigues

Théoréme 6 : Soient (u,,) et (v,,) deux suites réelles convergentes respectivement vers [ et I'. Alors :
(i) VA € R, la suite (u, + Avy) converge vers | + Al'.
(ii)La suite (u,.v,) converge vers L. I'.

(iii)Si " # 0 alors v,, # 0 a partir d’un certain rang N, et (u"/vn)nzzvo converge vers L/1'.
(iv) La suite (|u,|) converge vers |1].

Démonstration : Soit € > 0. AN;, N, € Ntelquen > N, = |u, —l| < cetn=N, = |lu, - l'| < e
Posons N = max (Nq, N,).

(i)Supposons A + 0. Sin = N alors :
[(un + Avy) = L+ A < Jup = U + [y = U < (1 + [A]De
Or (1+|1|) est une constante d’ou la convergence.

(ii) Sin = N alors :
[y vy, — LU < Juy, = U o] + U vy = Ul < (o] +11D-e <M+ |1)]). €
La derniére inégalité étant due au fait que (vy,) soit bornée car convergente.

(iii)Sil' + 0, |l'/2]| > 0 et donc AN, tel quen = Ny = |v,, = U'| < |U'/2].
Il s’en suit que —|'/2| < v, — 1" < |U'/2].
%<O etsil’>Oalorsvn2%>0doncvn¢O

Up l

Doncsil' < 0 alors v, <

< |un.l"—vp 1| < |un ' =LU|+|LU —vp 1| < [U'[+11]

|vp. U] - |vp. U] = vp ]

De plus, sin = N,

Vn l



Un l

Vn L

l/
Ainsi, YV = Ny, |v,| = |E| = vn = max(N, N,)

(iv)vn € N ||u,| — ||| £ |u, — | < € d’ol la convergence. m

Remarque : (i) montre que I'ensemble des suites réelles convergentes est un R-espace vectoriel.
(i) et (ii) montre que c’est une R-algebre.

TUy

Exercice : Soit (u,;) une suite réelle. On suppose que la suite (v, ) définie par v, = P— vn € N converge vers 4.
-

Montrer que (u,) converge vers 12/13.

Exercice : Soit (u,,) et (v,) deux suites réelles convergentes ; montrer que la suite (w,,) définie par min (u,,, v,,) est
convergente.

1ll) Composition par une application continue
Théoreme 7 : Soit D une partie nonvide de R etx, € D, et f: D = R une application continue en x,.
Si (u,,) est une suite de points de D qui converge vers xpalors la suite (f (u,)) converge vers f(xg).

Démonstration : Si f continue en xyalors Ve > 03n > 0 tel que Vx € D [x — xo| < = |f(x) — f(xo)| L &
De plus, limu,, = xy alors AN € Ntelquen = N = |u,, — xo| < 1.
DoncVe > 0,aN € Ntelquen = N = |f(u,) — f(xy)| < € d’oli la convergence de (f (u,))
vers f(x,).

Exemple :a)limIn((n +4)/(n+8)) =0

b) Il est impossible de prolonger la fonction f:x — sin(%) par continuité en O.

Dans le cas contraire, il existerait [ € R tel que lim,_, f(x) = [ et pour toute suite (u,) a valeurs positives
convergeant vers 0 lim f(u,) =1

Or pour u,, = 1/(% + n2m),onalim f(u,) = 1 tandis que pour v, = 1/(—% + n2m), on obtient
limf(v,) = -1

Proposition 1 : Soient D une partie de R et f: D — D continue sur D.
Soit (u,,) définie par recurrence par uy € D et u,,1 = f(uy,).
Si (uy,)converge vers | € D alors [ est solution de I'équation f (1) = .

Démonstration : Si (u,,) converge vers | alors a fortiori (u,41) également. De plus par le théoréme précédent,
(f (uy,)) converge vers f(l). Puisque u,,, = f(u,) par unicité de la limite, onal = f(1).m

Exemple : Soit uy € [0,1] et u,.+; = In(1 + u,,) Vn € N. Montrer que (u,,) converge vers 0.

IV) Limites et Relation d’ordre

IV-1) Théoreme des gendarmes

Proposition 2 : Si (u,) et (v,,) sont deux suites convergentes vers [ et [’ et si a partir d’un certain rang N, on a
u, <vgalorsl <.

Démonstration : Supposons ' > | et posons e = (L —1")/2.
Alors AN tel quen >N =1l —e<uj,etv, <l' +=«.
Puisquel —e=1"+e=({+1")/2,onan=N=v, < (l+1')/2 < u, :Absurde.m

A , . 1 1
Remarque : Méme si u,, < v,, on aura toujours [ < I’ (exemple :u, =1 — —etvy = 1+ ;).



Théoréme des gendarmes: Soit (u,) et (v,) deux suites convergentes de méme limite [ € R.
Soit (w;,) une suite réelle telle qu’a partir d’un certain rang ny on aitu, < w, < v,
Alors (wy,) est une suite convergente etonalimw,, = L.

Démonstration : Soit &0 fixé. De la convergence de (uy,) et (v,), on tire :
ANtelquen=>=N=l—c¢<uyetv, <l+¢
Alorsonan =2 max(N,ng) 2 l—e<u, <w,<v, <l+edou|w,—1l|<cetla
convergence de (w,,). &

Exemple : Soit (w,,) définie par w,, = n. Z’,}zln—ik.

n 2

n . R n?
s —puisensommantdelan, —<w, <
+1 n*+n

. n
Sil<k<n,ona- < < -
n n°+1

<
+n T n*+k T n
d'ob limw, = 1.

1V-2) Suites adjacentes
Définition 3 : Deux suites (u,) et (v,,) sont dites adjacentes si I'une est croissante, I'autre décroissante et si leur
différence (u,, — v,)converge et a pour limite 0.

Proposition 3 : Deux suites adjacentes sont convergentes et convergent vers la méme limite.

Démonstration : Supposons (uy,) croissante et (v,,) décroissante et ainsi (u,, — v,,) est croissante.

Puisque (u,, — vy,) converge vers 0, u, — v, < 0= u, < v,.
De plus, Vn,p € Nu,, < v,

(SiAN,P € N tel que uy > vp alors v, < vp < uy < u,vn = max(N, P)

etalors 0 < luy — vp| < |lu, — vyl : Absurde)
Donc (u,,) croissante et majorée donc convergente vers .
De méme (v,,) décroissante et minorée donc convergente vers l'.
Orlimv, — u, = 0donclimu, =limv,iel=1.m
n 1

. 1 1 ,
Exemple : Les suites Y¢_ - et (Xk=o3;) + 7, sont adjacentes et convergent vers el.

V) Suites complexes
Proposition 4: Soit (u,) une suite complexe et l € C. Alorslimu,, = [ © lim R(u,) = R() etlim I (u,) = I(D).

Démonstration : On a (=) par les inégalités |R(z)| < |z| et |I3(2)| < |z| vraies pour tout z € C et (<) par
Iinégalité |z| < |R(2)| + |3(2)|m

Remarque : Ainsi I'étude de la convergence d’une suite complexe se rameéene a I'étude de deux suites réelles. De plus,
tous les théoremes et propositions ne faisant intervenir de relations d’ordre restent vrais dans C.



