Lecon 44 Recherche des isométries du plan conservamt polygone régulier ; exemples
(triangle équilatéral, carré, hexagone, oogone...)

Pré-requis

Isométries, déplacemer(tonservent les anglegntidéplacementsenversent les angles)
Conservation des barycentres par les isométries

Groupes

Cadre
On se place dans le plah affine euclidien orienté.

Notations
r (0,6) est la rotation de cent@et d’'angled

med[ AB] est la médiatrice du segmdmiB ]

| — Polygones convexes réquliers

Définition 1: SoientnON,n> 3et OOP
SoientM,,M,,...,M, _; n points distincts deux a deux &e
L'ensembleP, ={{M,M,][M;M,]....[M, .M ,][M, M,]} estun polygone convexe régulier de

R s . 2n
centreO a n cotés s'il existe une rotationde centreO et d'anglex — telle que :
n

OkO{0L...n=2}:r(M,) =M,,, etr(M, ) =M,
Les segment[sl\/l kMk+1] sont appelés arétes ou cotés du polygone.

Remarque Il suffit d’étudier le cas ou le polygone convexgulier est direct, c'est-a-dire le cas ou I'arige
. 71 o . . .
la rotation es{z— . En effet, quite a renuméroter les sommet$geon peut toujours se ramener a
n

ce cas la.

Notation: On noteP, = M M.,..M _, le polygone convexe régulier direct.

Propriété 1 Avec les notations de la définition
1) Pour toutk J{0,...,n—1}, M, appartient au cercle de centeet de rayorOM,

2) Pour toutk 1{04,...,n— 2}, (O—I\/IK,OMM): 27”[277]

3) O est I'isobarycentre des somméds,M,,.... M,

Preuve: 1) et 2) sont évidents par définition de la rotatio
3) SoitG lisobarycentre d&P?, =M M,..M,
D’aprés la définitiony est une isométrie qui laisse invariant les sommet3,, r(G) est donc
I'isobarycentre dé,
On ar(G) =G, doncG est un point fixe de . Or par définition da , son seul point fixe e<D.
DoncG =0.
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Il — Isométries du plan conservant un polygone corexe régulier a n cotés

Notation: Dans cette partieR, désigne un polygone convexe régulier direct atéscde centr® .

A — Etude dels(P,)

Définition 2: On dit qu’une isométrie conserve le polygd?esi I'image de tout coté dB, est un coté dé&,.

Notations:  Is(P,) ={isométries du plan qui conserveRt}
Is"(P,) ={déplacements du plan qui conservéh}
Is™(P,) ={antidéplacements du plan qui conservént

Proposition 1 (Is(P,),c) est un groupe.

Preuve: (Is(Pn),o) est un sous-groupe du groupe des isométries dL(tﬂ@P),o) car
- (Is(P)),°) nest pas vide : il contient I'dentité
-Soit f OIs(R), f(R)=PR,= P, =(f o f)(R)=f(R)= f*OIs(R)
- Soientf,gUOIs(R), (fog)(R,)=f(R,) =P, doncfo.gUIs(P)

Proposition 2 Si f OIs(P,) alors I'image parf de tout sommet d€, est un sommet dB,.

Preuve: f est une isométrie qui conserve le polygdheelle envoie un cbté sur un cété donc forcement un
sommet sur un sommet.

Conséquence 1L 'isobarycentre des sommets Bgest invariant parf .

Preuve: Les sommets sont conservés donc l'isobarycentrie@sangé.

Conséquence 2 f est soit I'identité, soit une rotation de cenfresoit une réflexion d’axe passant par 0.

Preuve: Ce sont les isométries d& ayantO comme point fixe.

Remarque La proposition et ses conséquences sont égalemaas\pour un polygone quelconque.

Proposition 3 Soit f une isométrie, si 'image par de tout sommet d€, est un sommet dB, alors
f OIs(P, )

Preuve: SoientM, et M, ,, deux sommets consécutifs & D’apres la définition deé®,, on sait qu’il existe
une rotation r telle que(M,) =M,,,
De plus, parf , les sommets d€, sont conservés donc l'isobarycentreRjeest invariant parf et
donc f est soit I'identité, soit une rotation de centres@it une réflexion d’axe passant parpar(les
conséquences 1 et 2 dans le cas d’'un polygosleanqug.
Sif=id, f(M.,) =M, =r(M,)=rof(M,)
Si f est une rotation de centre ®(M,,,)=for(M,)=ro f(M, cgr deux rotations commutent
Si f est une réflexion, alor = f * et f or est une réflexion.

f(M,,)=forM)=(for)* (M )=r"o f*(M,)=r"of(M,)

Dans les trois cas, I'image p#r de deux sommets consécutifs sont des sommetsautifiséonc
chaque coté de, est envoye sur un coteé d.
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Remarque La réciproque ne s’étend pas a tout polygone.
Exemple: Soit ABC un triangle équilatéral direct de cen@re

o : : . 27 .
Le quadrilateréABOC n’est pas invariant par la rotation de centre ’mhgle? mais

'ensemble des sommets l'est.
En effet r(O) =0,r(A) =B,r(B)=C,r(C) = A
etr (ABOC) = BCOA# ABOC

B — Etude dels’(P,)

Proposition 4 (Is*(Pn),o) est un sous-groupe q&s(P),)

Preuve: Is"(P,) =Is(P,) n Is"(P)
(Is+(Pn),o) est un groupe comme intersection de deux souqagsode(ls(P),o)

Proposition & Is*(P,) ={id,r,r2,...r"*} our = r(O,ZTﬂj

Remarque r* = r(O,%Tj
Preuve: Soit R={id,r,r2,...r™}
-ROIs*(P) : r estune rotation telle qugP,) =P, doncr O1s"(P,) et commels’(P,) est un
groupe pour la composition, om'ad Is"(P,) Ok D{O,...,n —]}
-Is"(P,) OR : soit f OIs*(P,), nécessairement est I'identité ou une rotation de cenfie
posonsf =r(0O,0)
puisqu’une rotation est entierement déteémipar son centre, un point et son image, il
existek 0{0,...,n—1} tel que f (M,) =M, ('image d’'un sommet est un sommet)

ainsi,H:(OMO,OMk):&, donc f :r(O,k.z—n):r" aveck 0{0,....n-1}
n n

Remarque (ISJ'(Pn),o) est un groupe cyclique d’ordre n, il est engem@nér . Ainsi, (Is+(Pn),o) est isomorphe %Z ,+)

C — Etude dds (P))

Remarque La composée de deux antidéplacements étant uno@émt,(ls‘(ﬂ),o) n’est pas un groupe.

Théoréme 2 SoitsOIs (P,),ona:ls (P,) :{So f‘f O Is*(Pn)}

Preuve: La composée d’'un déplacement et d’'un antidéplaceestun antidéplacement donc pour tout
fOIs(R,), se fOIs(P).

Réciproquement, g 01s (P,), alors il existesO1s (P,) tel queg =sos™og avecs o gOIs"(P)

car la composée de deux antidéplacements estplacement. Dong D{So f‘f O Is*(Pn)}.
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Proposition 6 I1s™(P,) ={sA,sA of,..,S° r”‘l} our = r(o,z—ﬂj et s, est la réflexion d'axéOM,, )
n

Preuve: Soit k 0{0,...,n -1}
M, OC(O,0M,) ets,(M,) =M, car M,UA doncs,(C(O,0M,)) =C(O,0M,)
Dol s,(M,)OC(O,0M,)

_2Kkn
n

Doncs,(M,)=r™*(M,)=M__,,dous,(M,)OP,

On a doncs, OIs (P,) et d'aprés le théeoreme 2 on finit la démonstration

De pIus,(OMO,OsA(Mk))= —(OMO,OMK)= [27]

D — Conclusion

Is(R) =1s"(R) O Is(R)
Card(Is"(P,)) =Card(Is' (P,)) =n
Card(Is(P,)) =2n, (Is(P,),c) est engendré par d’'ordre n ets,d’ordre 2

Preuve: Card(Is"(P,)) =n
Montrons que tous les éléments Id&(P,) :{id,r,rz,...,r “‘1} sont distincts.
id(Mg) =M, r(Mg) =My,...r"™ (M) =M
Card(Is'(R)) =n
Carls (P, est en bijection avets™(P,) : d’apres théoreme 2 et proposition 6

Il — Exemples

Notation: s, la réflexion d’axe(OM,, )

Remarque Pour toutk 1{01,...,n—1}, s, o r(0,)* est une réflexion d’axe passant ganifférente de
I'identité(car tous les éléments dis(P,) sont distincts). Il suffit donc de connaitre I'iggad’un
des points dB, pour déterminer de quelle réflexion il s’agit.

A — Le triangle équilatéral
Ici: n=3,r= r[o,z—nj etr?= r(O,A'—ﬂj
3 3

Proposition 7. 1s(R,) ={id,r,r2,sA,sAl,sA2} ou Al=(OM,) et A2=(OM,)

Dessin:
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Preuve: A:med[Mle]
Syof : Mg—>s,(M))=M, doncs,or =s,, avecAl=med[M,M,]=(0OM, )
S, or? 1 My s,(M,)=M, doncs,or®=s,, avecA2=med[M,M,]=(OM, )

B — Le carré
Ici: n=4,r :r(O,l—Tj
2

Proposition & Is(P,) :{id,r,rz,r3,sA,sAl,sD,le}
ouAl=(OM,), D =med[M,M,] et D1=med[M M, ]

Dessin:

Preuve: A =med[M,M;] =(MM,)
Syof : Mg—>s,(M,)=M, doncs,or =s, avecD =med[M M, ]
S, or? i My s,(M,)=M, doncs,or?=s,, avecAl=med[M,M,]=(OM, )
Sy or®: My s, (My)=M, doncs,or®=s, avecD1=med[M M, ]

C — L’hexagone
Ici: n=6,r :r[o,z—nj
6

Proposition 9 Is(P,) ={id,r,rz,r3,r“,r5,sA,sM,sA2,sD,le,sDZ}
ol Al=(OM,), A2=(OM,), D = med[M,M.], D1=med[M,M,] et D2 =med[M M, ]

Dessin:

Preuve: M(M,M, est un triangle équilatéral &= med[M,M ]
Donc d’apres la proposition %; or? =s,, avecAl=(OM,)
s, or*=s,, avecA2=(0OM,) = (OM,)
A =med[M;M;] = (M M;)
Syof : Myg=s,(M;)=M; doncs,or =s, avecD =med[M,M; ]
S, or®: My s, (M) =M, doncs,or®=s,, avecD1=med[M M, ]
S, or®: My s, (M.)=M, doncs,or®=s,, avecD2=med[M M, ]
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D — L'octogone
Ici: n=8,r :r(O,Ej
4

4

Proposition 1Q Is(l%):{id,r,rz,ﬁ,r ,r5,r6,r7,sA,sAl,sAz,sAs,sD,SDl,SDz,Sm}
OUAL= (OM, ), A2=(OM,), A3=(OM,), D = med[M,M,], D1=med[MM.],
D2 =med[M,M, ] et D3=med[M M, ]

Dessin:

Preuve: M(M,M M, est un carré e = med[M ,M,]=(M,M, )
Donc d’apres la proposition 8, or* =s,, avecAl=med[M M,]=(OM, )
s, or*=s,, avecA2=(0OM,)
s, or°=s,, avecA3=med[M,M,] = (OM, )
A =med[M;M;] = med[M;M]
Syof : Mg s,(M;)=M, doncs,or =s, avecD =med[M,M, ]
Sy or®: My s,(M;) =M, doncs,or®=s,, avecD1=med[M,M; ]
S, or’: My s, (M.)=M, doncs,or’=s,, avecD2=med[M M, ]
S,of’ My s,(M,)=M, doncs,or’ =s,, avecD3=med[M M, ]
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