Lecon 33 Relations métriques et trigonométriques dangn triangle quelconque. Applications.

Pré-requis

Produit scalaire

Définition : hauteur, médiane et bissectrice d'iarngle

Mesures algébriques

Angles

Relations métriques et trigonométriques dans amgie rectangle

Puissance d’un point par rapport a un cersl@entM un point du plan, un cerclé de centreOet de
rayonr , et une droiteD passant paM sécante & en A et B.

Alors pour toute droit®, p.(M)=MAMB
Théoréme de I'angle inscritSoient A et B deux points distincts d’'un cerc@ de centreO
Alors, pour tout poinM de C distinct deA et B, (OA OB) = 2(MA MB) (27)

Cadre
On se place dans un plan affine euclid®en

Soit un triangleABC, on noteA, B et C les mesures dar[@,ni de ses angles géométriques et on rqte

et ¢ les longueurs des cot&C, CA et AB.
Par abus de langage, longueurs des c6tés et edtéd sonfondus.

| — Relations métriques

A — Théoréeme de la médiane

Théoréme 1 Si | est le milieu de{BC] et H, le pied de la hauteur issue de alors :

2
(1) AB® + AC? = 2A12 + BC

(2) AB* - AC? =2BC.IH

Figure:

Preuve: (1) (AB+ AC)? = (2A1)? et (AB+AC)?=AB +AC +2ABAC

orABAC = (N’ +@).(ﬁ —@) =Al2-IB%2=Al? _(%)2
2 2
Donc4Al? = AB? + AC? + 2Al°2 —% d'oll AB? + AC? =2AIl% + BC

—_—

(2) AB? — AC? = (Al +1B)? - (Al - IB)? = 4AIl.IB = -4IAl
OrH , est le projeté orthogonal dé& sur (1B)
DoncAB? - AC? = -4IH ,.IB = 2BC.IH ,
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Remarquesa) Le théoreme de la médiane permet de calculentueur de la médiane et de la hauteur en
fonction des longueurs des c6tés du triangle.

b) D’apreés la relation (1), 8iBCest rectangle eA, alorsAappartient au cercle de diameBE€ .
2
= BZ: = Al :%C, plus utilisation du théoreme de Pythagore

c) La relation (2) permet de montrer daes un triangle isocéle en A, la hauteur et laiamed
issues de A sont confondues
AB=AC= 2BCIH,=0
Or BC#0 doncIH, =0 doncl et H, sont confondus

Al?

B — Relation entre les hauteurs et les cbtés diandle

Proposition 1 Soit H l'orthocentre du triangle ABC. Soieiit,,, H;, H. les pieds des hauteurs issues
respectivement d& B,C .
On a:AH..AB= AH.AH, = AH,.AC

Preuve: Soit | le milieu deBH et soitC, le cercle de centré et de rayonBl

Le triangleHBH, est rectangle ek, donc d’aprés le théoréme de PythageireB® + H.H? = BH?
BH?

Et d’aprés le théoréme de la médiane B>+ H.H?> =2H_1% +

BH?

Dol : BH* =2H_I* + = BH?=(2BIl)* =4H_.I*> = Bl =H_I

DoncH_. UC,
De mémeH , 0C,

Soit p, (A) la puissance dé\ par rapport &,
En prenan{AB) comme sécante @ on a p;, (A) = ABAH,

Et en prenan(HH,) comme sécante & on a p, (A) = AH,.AH

De méme, soidl le milieu deCH et soitC, le cercle de centrd et de rayornCJ
Ona:p,(A) = AH,.AH = AC.AH,

Donc AH,.AH = AB.AH, = AC.AH,

C — Position du pied d’'une bissectrice en fonctlen c6tés du triangle

Théoreme 2 La bissectrice intérieuréD,) issue deA coupe le cﬁtéBC] enJ, tel quejLC = —%
A

w

Figure:

Lecon 33 2/8




Preuve: - Montrons queD,, coupe[BC]
Par définitionD, est I'axe de I'unique réflexios qui échange les demi-droit{aAB) et [AC)
Doncs(B) = BO[AC)
La droiteD, partage le plan en deux demi-plafs (contenanB) et B, (contenanB')
cO[AB)\{A} doncCOP,
OnaBUPR, etCUR; donc[BC] coupe la droite-frontier®, en un pointJ

- Montrons I'égalité

La bissectrice extérieu®', issue deA est perpendiculaire B,

Le symétriqueC' de C par rapport 8', appartient a la demi-droite opposé[a%)
JJB_AB_ AB_ AB

D’apres le théoreme de Thalés dans le tigaBEC' on a :

JC AC AC AC

D — Formules des aires

Théoréme 3 Soit S I'aire d’'un triangle ABC et H , le pied de la hauteur issue de

Alors :S= w

Remarque Par permutation circulaire dgb,c on trouve deux autres formules.

Preuve: - Si H, O[BC]

HAB.AHA) +(CHA.AHA) _ AH,(H,B+CH,) _ AH,CB
2 2 2 2

(en utilisant la formule d’aire dans un trilngectangle)

Alors : S=(

- SiH, 0[BC]
CH,AH,) _ (H,BAH,) _ AH,(CH,~BH,) _ AH,CB
2 2 2 2

Alors : S=(

Il — Relations trigopnométriques

A — Formule d’Al Kashi

Remarque Dans un triangle rectangle, en connaissant un atglee longueur, on peut calculer les autres
dimensions en utilisant des formules ingmétriques. On va montrer qu’il en est de méme dan
triangle quelconque.

Théoréme 4 a? =b? +c2 — 2bccosA
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Remargue Par permutation circulaire d&b,c on trouve deux autres formules d’Al Kashi.

Preuve: Premiere méthode
(AC-AB)?> = (AC+BA?=BC*=4a’
Et (AC - AB)? = AC? + AB? - 2AC.AB = b® + ¢* - 2bccos(AC, AB)

Seconde méthode
Les aires hachurées de la méme maniere soeséga

A =bB'C =abcosC et A'=a.AC =abcosC doncA =A'

De méme A, = A’
De plusA =b? - A, =b? -b.AB'=b? —bccosA et de mémeA, = ¢? - A, = c? —bccosA
DoncA, = A + A, =b? +c? - 2bccosA = a2

Figure:

Remarque a) Si ABC est rectangle e\, on retrouve le théoreme de Pythagore
b) Le théoréme d’Al Kashi permet de cotnedes valeurs des trois angles lorsque les lamgue
des trois cbtés sont connus

B — Formule des sinus

Théoréme 5 Si S est l'aire du triangle eR le rayon du cercle circonscrit au triangle

Alors : _aA= .bA: ,CA=2R:a—bC
sinA sinB sinC 2S

Preuve: Soit B' le point diamétralement opposéBasur le cercle circonscrit au triangkeBCde centreO
Soit A= (AB, AC) (angle orienté)

- Le théoréme de I'angle inscrit donné;%(@,&) (m) et (B'B,BC) :%(@,&) (77)

DoncA=(B'B,B'C) (n)

BCB' est rectangle e donc :sinA=|sin(B'B,B'C) ::—CB:. :ZiR (d’ou les trois premiéres égalités)
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- SoitH , le projeté orthogonal dé sur[BC], alorsS= aAH, _acsinB = _b ~ = abc
2 2 sinB 2SS

Figure

Exercice: montrer queABCest rectangle e si et seulement sin® A=sin’ B+sin°C

i A oA oA 242
Résolution: sin?B+sin?’C = (bsmA)2 + (csmA)z =sin’ A(b +2C )
a a a

b®+c® _

Or
a2

1 - a’=b*+c® - ABCestrectangle er

C — Formule des tangentes

Théoréme 6 Si ABCest un triangle non rectangle, aloranA + tanB + tanC = tanA tanB.tanC

Preuve: Lemme 1. La somme des angles dans un triangle vaut
Preuve Grace aux angles alternes internes

Figure:

A A~ A + —(A+B A~ A A~ A A+ 3
tanC = tan(r— (A+ B)) = VY BNEA+B)) _ o n(A+B)) = —tan(A+ B) = -_BNA* 1ANB.
1-tanztan(A+ B) 1-tanAtanB
~ ~ ~ A~ ~ A + 2
tanA+tanB + tanC = tanA+ tanB —M
1-tanAtanB
_tan A(l— tanAtanB - D+ tané(l— tanAtanB - 1
1-tanAtanB
~ ~ A + 2 A~ ~ ~
=tanAtan B(—M) =tanAtanB.tanC
1-tanAtanB
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1l — Applications

A — Utilisation du théoréme de la médiane

1 — Formule du parallélogramme

Proposition 2 La somme des carrés des cotés d’'un parallélogeaest égale a la somme des carrés de ses

diagonales.

Preuve: Soit ABCD un parallélogramme de centre de syméi€O coupe les diagonale{AC] et [BD] en

leur milieu).
2 2 2
Théoréme de la médiane dans le triangRD : AB® + AD* = 2( AZC)2 + BZD = A;: + BZD
2 2 2
Théoréme de la médiane dans le triarB@D : CB® + CD* = 2CO* + BD _ AZC + BE

Donc AB? + AD? + CB? + CD? = 4A0* + BD? = AC’ + BD?

Figure:

2 — Lignes de niveau

Exercice: Soient A et B deux points distincts du plan ktun réel quelconque.
Déterminer les ensembl&s={M OP/MA? + MB? =k} et E, ={M OP/MA? - MB? = k}

Résolution: Soient| le milieu de[AB] et H le projeté orthogonal d# sur (AB)

2 2
Daprés le théoréme de la médiaMd DE, ~ 2MIZ+22 = - MI2=%(k—A|23)
2
0 si k<B
B Y \=5
Donck, ={{1} si k=
1. AB.. AR
cerclgl,,|=(k - )) si k>
27
De mémeM OE, - 2ABIH =k - TH =K
2B

DoncEZ:{droite perpendiclaire & (AB) passant par HO/E:%}
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B — Utilisation de la formule d’Al Kashi

1 — Constructibilité d’un triangle

Proposition 3 Soienta,b,c trois réels strictement positifs.
On peut construire un triangdBC de longueurs de cbté&sb,c si et seulement €,b,c
asb+c
vérifient les inégalités triangulaires suivant€s) sb<c+a
c<atb

Preuve: (S) est clairement une condition nécessaire, on vaneoqu’il est également une condition
suffisante.
Supposons queS) soit verifié.

R R 2 2 _ 2
S'il existait un triangleABC, alors I'angle A vérifierait cosA:bJrcha (formule d’Al Kashi).
C

Or:

(S) = |p-ds<asb+c = (b-c)’<a’<(b+c)’

2 2 _ .2
e b -C+2bez -’z bt - -2 ~ 122 FC 785 4
2bc
b? +c* -a’

Donc il existe au moins un angke vérifiant cosA = 0
C

Soit A un point quelconque du plan, construisons deux-dieaites d’origine A faisant un angle&.

PlaconsB et C sur ces deux demi-droites tels gdB=c et AC=b

b? +c* -a’
2bc

DoncBC =a c.a.d. que le trianglABC admet les réelg,b,c pour longueur de ses cotes.

Donc(S) est bien une condition suffisante pour que lengi@a ABCsoit constructible.

D’aprés le théoréme d’Al KashiBC? = b? + ¢ — 2bccosA = b? + ¢? — 2bc( y=a’

2 — Formule de Héron

Théoréme 7 L’aire S et le demi-périmétrgp d’un triangle ABC sont liés par la formule :
s=yp(p-a)(p-b)(p-c)

cCH, CH,

Preuve: S= avecH. le pied de la hauteur issue Geet sinA=

b?+c? -a?

Donc S = b7 sin? A= 1b°c? (1-cog A) = L2 a-( )?)
4 4 4 2bc

(par la formule d’Al Kashi)

S = (407 - (b7 +¢F —a?)?) = (2bo-b? ~¢F + al)(2bo+ b+ - a?)

_(a+b-c)(a-b+c)(b+c+a)(b+c-a)
2 2 2 2

= %(—(b — ¢y +a?)((b+ ) -7
=(p-c)(p-b)p(p-a)
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C — Utilisation de la formule des sinus

Exercice: Un bateau se déplace en ligne droite d’un pdinters un point lointairC a une vitesse constante
v=20km/h. A 9h, il se trouve au poind et le capitaine observe un phdPsitué sur le c6té tel que

CAP =27°. A 9h45, il se trouve au poire et CBP=34°.
Quelle est la distand®P entre le bateau et le phare ?

Résolution: AB= 20.% =15km

s : BP AB
D’apres la formule des sinus———=——
sin(BAP) sin(APB)

15sin(27) _ 15sin(27)
sin(l80— 27— (180- 34)) sin(7)

D'ouBP= [05588km

Figure:

Lecon 33 8/8



