Lecon 12 . Multiples, diviseurs et division euclidienne

Niveau . sixicme — terminale L spécialité - terminale S spécialité

Prérequis : Notions sur les nombres entiers - Congruences
E Activités sur la division euclidienne

Voici deux exemples d'exercices types permettant d'aborder la division euclidienne dans deux

niveaux de classe différents.

En sixieéme :

Ce matin, le fleuriste a recu 71 ceillets et 97 iris. Il souhaite confectionner des bouquets contenant
4 ceillets et 5 iris.
1.- Quel est le nombre maximal de bouquets qu'il pourra composer ?

2.- Combien restera-t-il d'ceillets ? Combien restera-t-il d'iris ?
En terminale S spécialité .

On sait que le ler janvier 2011 est un samedi. A partir de ce renseignement, on aimerait pouvoir
déterminer le jour de la semaine de n'importe quelle date de I'année 201 1.

On se propose de chercher quel jour de la semaine tombe le ler mai.

a.— Combien de jours n s'écoulent entre le 01 janvier et le 01 mai ?

b.- Combien de semaines completes se sont écoulées entre le 01 janvier et le 01 mai ? On note
dans la suite ce nombre q.

c.- Quel est le nombre r de jours restant apres ces q semaines pour atteindre la date du ler mai ?
d.- Ecrire n en fonction de q et r.

e.- Quel jour de la semaine est le 01 mai 2011 ?
HDivision euclidienne
Division euclidienne dans N

Soient a et b deux entiers naturels, b non nul.

Théoréme : 11 existe un unique couple (q.r) d'entiers naturels tels que : a=bXg+r avec
0<r<b

Preuve :



Existence degetder .

Premier cas:si a<b avec a et b deux entiers naturels, -0 et r-a convient

Second cas : supposons a=b avec a et b deux entiers naturels
Soit M l'ensemble des multiples de b strictement supérieurs a a.
2ba appartient a M car c'est un multiple de b strictement supérieuraa ( b>1 et a#0 )donc
M n'est pas vide.
Toute partie non vide IN admet un plus petit ¢lément.
M admet donc un plus petit €lément (car M est un sous ensemble IN ), c'est a dire un multiple
de b, strictement supérieur a a tel que le multiple précédent soit inférieur ou égal a a. Il existe
donc qtel que gxb<a<(q+1)xb .Comme b<a , b<a<(q+1)b etdonc 1<g+1 car

b#0 dou ¢>0 .qestdonc un entier naturel non nul.

Posons alors r=a—gXxb ,comme ab et q sont des entiers, r est un entier. De gXxXb<a ,onen
déduit que r est un entier naturel etde a<(g+1)b ,ondéduit que r<b .On adonc trouvé

deux entiers g etrtelsque a=bXg+r avec 0<r<b

Unicité de getr -

Supposons qu'il existe deux couples d'entiers (q.r) et (q.r') tels que a=bXg+r et
a=bXq'+r' (lyavec 0<r<b et 0<r'<b (2)

De (1), on déduit que b(g'—q)=r'—r ($) avec q'-q entier donc r'-r est un multiple de b.

De (2), on déduit que —b<—r<0 donc —b<r'—r<b donc r'-rest un multiple de b

strictement compris entre -b et b. C'est donc O et par suite, r'-r.

En reportant dans (§), on obtient b(q'-q)-0 et comme b#0 , q'-q-0.

Le couple (q.r) est donc unique.

Détinition : Effectuer la division euclidienne de a par b revient a déterminer q et r

Les entiers a,b,q et r sont appelés respectivement dividende, diviseur, quotient et reste de la
division euclidienne de a par b.

Exercice : Fcrire un algorithme permettant d'obtenir le quotient et le reste d'une division
euclidienne (dans le cas ou a et b sont des entiers naturels). Le tester sur algobox pour obtenir le

quotient et le reste de la division euclidienne de 14398 par 24.

cf. fichier « Division euclidienne »

Division euclidienne dans zZ .

Théoréme : 11 existe un unique couple (q.r) avec q entier relatif et r entier naturel tel que -

a=bXg+r avec 0<r<|p|



Preuve :
Premiercas: a>0,b>0 :on adémontré qu'il existe un unique couple (q.r) d'entiers naturels
telsque a=bxq+r et 0<r<b=|b|

Deuxieme cas: a=>0,;b<0 il existe un unique couple d'entiers naturels tels que

a=|b|Xg+r avec 0<r<|b| donc il existe un unique couple (-qr) dentiers tel que
a=bx(—q)+r avec 0<r<|b|=—>b

Troisieme cas: a<0,;b>0 il existe un unique couple (q.r) d'entiers naturels tels que
—a=bXg+r avec 0<r<b .Onaalors a=—bXq—r=b(—g—1)+b—r

Or r<b donc b—r=0

De plus,si 0<r alors b—r<b etsi r=0 alors a=bX(—gq)

Dans ce cas, il existe un unique couple (-q-1, b-r) d'entiers tel que a=bXg+r avec
0<r<b=|b|
Quatricme cas . a<0,;b<0 il existe un unique couple (q.r) d'entiers naturels tels que

—a=—bXg+r avec 0<r<|b|=—b .Onaalors a=bXq—r=b(qg+1)—b—r
Or r<—b donc —b—r>0

De plus, si 0<r alors —b—r<—b=|b| ectsi r=0 alors a=bXgq
E Multiples — Diviseurs

Soient a et b deux entiers relatifs, b non nul.

Définition . a est un multiple de b lorsque il existe un entier q tel que a=bXgq

Détinition . Dire que a est un multiple de b revient a dire que a est divisible par b, que b est un

diviseur de a, ou encore que b divise a.

Propriétés .
— siadivise b et b divise ¢, alors a divise ¢
— siadivise b et ¢, alors a divise toute combinaison linéaire mb + nc de b et c ou m et n sont

des entiers relatifs.

Preuve si a divise b alors il existe un entier naturel k tel que b=ak. Si de plus b divise c, alors
il existe un entier naturel k' tel que c=bk'. Ainsi, c=akk' avec kk' entier naturel donc a divise c.

si a divise b et ¢, alors il existe deux entiers naturels k et k' tels que b-ak et c=ak'. On
a alors pour tous entiers m et n, on a mb + nc - amk + ank' - a(mk + nk') avec mk + nk' entier donc

a divise mb + nc.

Application

Dans le programme de Terminale L, il est indiqué que 'arithmétique peut s'appliquer « aux



problemes de divisibilite¢, et entre autres aux criteres de divisibilité par 3, 4, 9 et 11 ».

Preuve des criteres de divisibilité par 3, 4, 7,9, 11

Pouvez-vous dire, sans effectuer de calculs, si le nombre 195 065 est divisible ou non par 5 ?
Si oui, vous avez utilis¢ ce que l'on appelle un critere de divisibilité par 5.

1 — Critere de divisibilité par 11

a — Montrer que, pour tout entier naturel non nul k, 10" =(—1 )"[ 11]

b — Prouver que tout entier naturel est congru a la somme alternée de ses chiffres modulo 11.
¢ — Enoncer un critére de divisibilité par 11.

d —Les nombres 425 612 et 415 781 sont ils multiples de 11 ?

2 -Criteres a volonté

Cherchons par exemple un critere de divisibilité par 7. Pour cela, on examine les restes dans la
division par 7 des puissances de 10 successives.

a — Compléter le tableau suivant -

107k 1 10 1072 | 1073 1074 | 1075 | 1076 | 1077 | 1078

Reste de la division de 107k par 7

b — Déterminer a l'aide du tableau si 689 243 157 est divisible par 7.

Exercice : On pourra également démontrer qu'un nombre est divisible .
— par 3 si et seulement si la somme de ses chiffres est divisible par 3
— par 4 si et sculement si le nombre formé par ses deux derniers chiffres est divisible par 4

— par 8 si et seulement si le nombre formé par ses trois derniers chiffres est divisible par 8.
Corrige

Le chiffre des unités du nombre 195 065 est 5 donc 195 065 est divisible par 5.
lLa-Ona 10=—1[11] donc 10*=(-1)"[11]
1.b-Soita=an...ala0-a0+al x 10 +a2x 10”2 + ... + an X 10*n
alors  g=a0+alx10+a2x10°+...+anx10"[11] donc

a=a0+alX(—1)+a2x(=1} +..+anx(—1)"[11] ouencore a=a0—al+a2—a3..[11] ce
qui veut dire que a est congru a la somme alternée de ses chiffres.
1.c- Un nombre entier est divisible par 11 lorsque la somme alternée de ses chiffres est divisible
par 11.
ld- Ona 2—-14+6-5+2—4=0 donc 425 612 est divisible par 11.

Ona 1-8+47—-5+1—4=—8 donc 415 781 n'est pas divisible par 11.



107k| 1 10 | 1072 | 1073 | 1074 | 1075 | 1076 | 10°7 | 1018

Reste de la division de 10"k par 7| 1 3 2 6 4 5 1 3 2

2b- 689244157=7+5%10+1X10°+4X10°+4x10*+5x10°+9x10°+8x 10" +6x 10°
donc 689244 157=7TX1+5X3+1X24+4X6+4X44+2X5+9X1+8X3+6X2[7]

donc  689244157=119[7]
Or 119=9X1+1x3+1x2[7]
donc 119=14[7] ouencore 119=0[7]

Ecriture en base b

L'écriture d'un nombre en base b faisant appel aux congruences, demande ¢galement ['utilisation

de la division euclidienne et permet la mise en place d'algorithmes.

I- On se propose de démontrer qu'étant donné un entier naturel b, b>1, on peut écrire de
maniére unique tout entier naturel a sous la forme :

a= axb"+pxb"'+..+8xb+e oOU q,B, ..., d, € sont des entiers naturels plus petits que
b-1 et a est différent de 0.

On écrira a = op...0¢" et on dira alors que a est écrit en base b.

1- Justifier que a peut s'écrire a=bqo + agou 0 < ap < b et qo < a. Justifier que siqo < b,
alors le probléme est résolu.

2- Si qo 2 b, justifier que qo = b + a; 00 0 < a; < b et q: < qo Justifier que si q: < b, alors
le probleme est résolu.

3- Si g1 2 b, on réitere le procédé. Justifier que le procédé s'arréte au bout d'un nombre
fini d'itérations.

En déduire I'existence recherchée.

4- Démontrer l'unicité de I'écriture.

5- Comment détermine-t-on I'écriture en base b d'un nombre dont on connait I'écriture en
base 10 ? Justifier que 451 = 2031°

6- A l'aide d'un tableur, mettre en place une méthode permettant de donner I'écriture en
base b<10 d'un nombre a écrit en base 10.

Variante : Concevoir un programme qui donne I'écriture en base b<10 d'un nombre a écrit
en base 10.

Corrigé

1- L'existence du couple (O, r0) est assurée par le théor¢me 1 de la legon, on a alors rO<b et
comme b>1, q0<a. Si qO<b, alorson a écrita = dXb+e ou €-r0, d-q0 avec qO<b et rO<b
par le théorcme.

2- Idem qu'en 1.

3- A chaque itération, on obtient qi+1<qi et comme {qO0, q1, ..., qn} forme une particde IN ,
elle admet un plus petit ¢lément.

L'existence de 1'écriture est ainsi montrée .




a= bxq0+r0=bx(bXql+r)=b"Xql+bXrl+r0=..=b"Xrn+..+bXrl+r0

4- Supposons qu'il existe deux écrituresde a . a - ap...5¢” = An)...0u°

Alors  p"x(a—n)+b" "X (B=n)+..+ bx(8—0)+(e—u)=0 ou —b<(e—u)<b et
(e—w)e€Z donc p"x(a—N)+b"""X(B—n)+...+bXx(5—0)+(e—u)=0 siet sculement si
(e—u)=0 . Ainsi de suite, on trouve que les deux écritures sont identiques.

5- 6- cf. « Base b »




