Lecon 24
Theoreme de Thales.
Applications a la géométrie du plan et de I'espace.

Pré-requis: - Calcul vectoriel (en particulier la relatioa €hasles)
- Définition et propriété d’un parallélogramme
- Mesure algébrique
: Soit® une droite de et Ui un vecteur directeur d@. 0 (A,B) 0 9% 0 A U R, AB = AU.

Ce scalaire est appettesure algébriquedu vecteuAB relative au vecteuti et on le note AB

On se place dans le plan affiffeou I'espace affine .

Le théoreme de Thalés permet de calculer des lomgugaccessibles. On rappellera I'anecdote suivant
laquelle Thales, traversant 'Egypte dans une earayfut mis au défi de calculer la hauteur exdetda
grande pyramide de Kheops devant laquelle il ppdsaimesure de la longueur de 'ombre de la pydami
puis la mesure de la longueur de 'ombre d’'un b&afoncé perpendiculairement au sol lui permitélessir
I'épreuve avec brio ! Et 'anecdote est toujouistutilisée au college, puisqu’elle montre bierilité du
théoreme pour le calcul de longueurs « que I'opend pas aller mesurer sur place ».

1 — Théoreme de Thales dans le triangle

Théoreme 1: Soit ABC un triangle non aplati. Soit® une droite deP ne passant pas par A, coupan
(AB) en B’ et (AC) en C'. Alors :

o,

AB’ AC’ B'C AB’ AC’
1/ Si®/I(BC) alors = = : 2/ Si——=—— alors 9//(BC).
AB AC BC AB AC
; = B
f ,w«w**'"/” ‘ ; ; \:;j;."“/
~— | % //// e -

f . “
C C
Preuve : 1/ Ces égalités proviennent des axiomespubee affine et vectoriel.
En effet, dire (B'C’)//(BC) signifie qu'il existe k7R tel que BC = kB'C - BC =k BN +k AC.

Par hypotheseJB, yOR, AB :ﬁﬂg’“ et AC = yﬂ " donc BE = BA + AT =p BK + yﬂe"“.
Dou: B BK + yﬂ "=k BX + k AC". or B et AC” sont linéairement indépendants (triangle non plaDoncB=k =y
- _ 1 KRB~ AB  AC BC
Ainsi, é%:ié&g = k=—=-= et BC =kBC = k=
AB’ AC’ B'C
de (B'C’), doncB'C” vecteur directeur de (BC), ce qui implique qu'ikiste A tel que BE =AB'C” et on ad = k).
2/ Soit C” le point d'intersection de (AC) et de laraite 4 parallele a (BC) passant par B'. D'apres le senseti, on a
AB’ AC” AB’ AC -
= . Or = ,donc AC’ = AC” .Comme C’' et C"J(AC),ona C'=C”. Donc (BC)//(B'C").m
AB AC AB AC

(car on choisit8’C” comme vecteur directeur

Remarque # Cas particulier, si B’ et C’ sont les milieux d&H] et [AC], c’est le theoreme de la droite des
milieux : la droite joignant les milieux de 2 cotfan triangle est paralléle ad"Scoté.
Dans ce cas,ona:BC=2B'C". )
La droite passant par le milieu d’'un co6té et patala un autre coupe I€"8c6té en son milieu.
- AB
& AB dépend de I'unité choisie sur la droite mais [gmat—— est indépendant de I'unité choisie.
AC



Exercice: Montrer que dans un quadrilatéere quelconque,médgux des cbtés sont les sommets d’'un
parallélogramme. D

i C C Lo
Solution : Le théoréme de Thalés montre en effet que (LK) sont paralleles a (AC) et que (IL) et (JKns@aralléles & (BD). Le
quadrilatére 1JKL posséede donc des cotés paraliigles a deuxe

2 — Théoreme de Thalés dans le plan

Théoréme 2: Soit Da, D, Dc trois droites distinctes deP coupant deux droites distinctesd et 9’
. R AB AB’
respectivement en A, B, C et A’, B’, C'. SDa, Dg, Dc sont paralleles alors——=——.
AC AC
Preuve : Comme les trois droites sont strictementgtigles, on a Az C et A’ #C’, donc ) _
les quotients ont bien un sens. On envisage 2 cas : \ 7
* Si » et 2 sont paralléles. Les quadrilateres AA'B'B et AA'C’'C sorides \ X
parallélogrammes. \ 2"\
—_— _—  — Aoy \
DoncAB = AB" etAC' = AL = AB = AB et AC = AC;etlon a bien %/“‘/ \
I'égalité des quotients. ~ :
; ; aC N A T
[ AC =1 AB AC AC o\
En effet, WLy a2y = A=—— ety =—— \ B\
LRE = uhB AB AB' e\
or AB' =AB" et AL =A% DoncA=u N
. . N N - \ /"// ''''''
* Sinon 2et®’ se coupent en un point O de La paralléle 82’ passant par A coupe ¢ g //\\/

(BB’) en B, et (CC’) en G.
Par le théoreme de Thales dans le triangle et parésultat précédent, on a :
AB AB; A'B’

AC AC, AC

Remarque La réciproque est fausse, contre-exemple :
c/ _—

Proposition 1: « Une réciproque » du théoréme de Thales
Soit Dy, Dg, D trois droites distinctes deP coupant deux droites distincted et 9’ respectivement en

A, B,CetA’, B, C'telsque C£C.

AB A'B’
SiDy/ll Dg et ——= alors les droitesD,, Dg, Dc sont paralleles.
AC AC
Preuve : Soit4 la paralléle a2, passant par C, qui coup®’ en C”. 2 \
AB AP AB  APB’ R
Le théoréme de Thales entraine— = ; avec I'hypothése—— = , et ok
AC A'C” AC AC — =N
/ \] &
comme A’, C', C” sont alignés on obtient A’'C’= A’C’ ,donc C”"=C". . \\, )

Donc2- =4, finalement?9, /| D ; Ds Il D-. m B o \



Remarque # Ce n’est pas tout a fait la réciproque car oroatéjdes hypotheses.
# Si C = C’, on a les configurations suivantes @npbrte quelle droite passant par C (i.e non paleak
D). ,

|
g
/ ~

# Si D, non parallele »c. Prenons B = m[AC] et B’ = m[A'C’]. On a=—— =% =———. MaisD, etPg
AC AC

ne sont pas paralléles. Da#g non parallele @¢ etDg non paralléle ®c.

Exercice: Partager un segment [AB] donné en 7 segmentséuee longueur. mo "

A¢
As

Solution : On trace une droit® (non perpendiculaire a [AB]) qui passe par A, atopstruit 7 N X
segments de méme longueur arbitraire (& l'aide dmpas), et on projette sur (AB) % \ \ \

parallelement a (/8). ¢
A =

3 — Théoreme de Thalés dans I'espace

Théoréme 3: Soit £, P&, Pc trois plans distincts deg, coupant deux droites distinctesd et 2,

AB A'B’
respectivement en A, B, C et A’, B', C'. SPy, &5, P sont paralleles, alors——=——.
AC AC

Preuve : Si2 et2’ sont coplanaires, on est ramenés au cas du thé@é&ans le plan.
Sinon, on suppose? et.®’ non coplanaires. Soit?” la paralléle a2’ passant par A. On applique deux fois le théorenee d
Thalés dans le plan :

e Plan déterminé par? et2” car J3 et - sont coupés par le plang, 2”)

selon deux droites paralléles : (BBet (CG). A
AB  AB,
Donc——= . A A’
AC AC,
e Plan déterminé par?’ et®” car 7, J et sont coupés par le plan#¥, 2”)
8/ |8, 8
AB, AB’ ;
selon trois droites paralléles : (AA’), @B’) et (C'Cy). Donc——=— L e~
AC, AC c (5 S
R P R /
AB AB; A'B’
On obtient: = = ;d’ou le résultat.m =
AC AC, AC > =

Remarque La réciproque est fausse, en effet en suppd®afit®s, alors en prenant un pl#t passant par
C et C’, on a bien I'égalité des rapports maisn’est pas forcément paralléle?a ou Pg. Mais on peut citer
les propositions suivantes :

Proposition 2: Soit A, B, C trois points d’'une droite D et A’, B’, C’ trois points d’'une droite 2’, on

AB A'B’
suppose que ces 6 points sont distincts. St— = alors les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont
AC AC

paralléles a un méme plan.




Preuve : Si® et 2’ sont coplanaires, elles sont incluses dans un regolan et donc (AA’), (BB’) et (CC’) sont incluses dans c
méme plan.
Sinon, (AA’) et (CC’) ne sont pas coplanaires et il std un unique planss passant par B et paralléle a (AA’) et (CC’). La droite
2’ coupedi en un point B (autrement (AA’), (CC’) et (A'B'C’) seraient paralléles an méme plan et les points A, A’, B’, C, C’
seraient coplanaires, ce qui est absurde).
AB  AB; A'B’ AB,
Le sens direct donnez——= , d’ou = i.e B.=B’ et (BB, (AA") et (CC’) sont paralléless
AC AC AC AC

Proposition 3: Soit 9, 2’, D” trois droites distinctes. Trois plans distincts?a, g, $c coupent?d (resp.

D, D9”) en A, B, C(resp. A’, B, C' et A”, B”, C”) di stincts. On suppose que C, C' et C" ne sont pas
_ ~AB A'B’ A"B”

alignés. Si = = et siP Il Pz alors P est paralléle aP, et aPs.
AC A’Cl AHC”

2 wa 2
A e 3
ﬂ_,,_t’__——’——~» *“T”'— | c
o | ,,
?

7; 2 ”
Preuve : Soit?’le plan passant par C et parallele, et % . Il coupe2’en Q et2”en R de sorte qu’on peut utiliser le théoreme
"AB A'B’ A"B”
de Thalés aux 3 plans paralléleg,, 45, 5. Donc = = ce qui entraine avec les hypotheses Q = C’ et

AC AQ A’R

R=C". Ainsi, = JcetI: Il Fx.m

Remarque La non plus, il ne s’agit pas vraiment de réaijues.

4 — Applications

a) Théoreme de Desargues
Théoreme: Soit ABC et A’'B’C’ deux triangles non aplatis avec AZ A’, B # B’ et C# C'. Si les cOtés
[AB], [BC] et [CA] sont respectivement paralléles ax cotés [A'B’], [B'C’] et [C’A’] alors les droites
(AA"), (BB’) et (CC’) sont paralléles ou concouranges.

N c
Preuve : Si_(AA"), (BB"), (CC’) ne sont pas paralléledeux d’entre elles sont concourantes en un pdinBupposons que ce soit

A B’
(AA’) et (BB’). On sait que (AB)//(A’B’) donc d’apres le #toreme de Thalés, on a=—=——=Kk.
IA B

[ox
Soit C” le point de (IC) tel gue—— = k. Par la réciproque du théoréme de Thalés (dde plan), on a (AC)/(A'C”) et

(BC)// (B'C”). On a donc (A'C’) = (A'C”) et (B'C”) = (B’C’) en utilisant les hypothéses, d’ou C” = C’ puisquescdeux points
sont a l'intersection de (A'C’) et (B'C)).

C’ est donc aligné avec | et C : (AA"), (BB’) et (CC’) sbooncourantes en |.

Si (AA), (BB’), (CC") sont paralléles ABB'A’ est un parallélogramme. Soit C” tel quiA™ = BB™ = €&, Alors ACC"A’ et
BCC"B’ sont des parallélogrammes et on a (AC)'C") et (BC)// (B'C”). On termine comme précédemmen.

Remarque Il existe une réciproque : si ABC et A’'B’C’ sodeux triangles sans points communs tels que :
(AA"), (BB"), (CC’) sont concourantes ou paralle]éaB)//(A'B’) et (AC)//(A’C’) alors (BC)//(B'C’).



b) Théoreme de Pappus

Théoreme: Soit D et 9’ deux droites deP, A, B, C (resp. A’, B’, C’) trois points de® (resp.?’), tous
distincts du point d’intersection éventuel deD et 9’
Si (AB")//(A'B) et si (BC")//(B'C) alors (A'C)//[(AC ).

¢ A B [
B
4
r ‘
o4 B A c B’ A

Preuve : Si?2 et.2’ sont sécantesNotons | le point d’intersection entre? et.2’. Par le théoreme de Thaléson a:
A 1B B IC
—— =—— =k car (AB)//(A'B) et =——=Kk' car (BC)//(B'C).
1B’ 1A IC 1B

- . - 1A IC
Donc 1A’ x IA = IB x IB’ et IBxIB = ICxIC = A x A = IC xIC < ——=—— Donc par la

IC’ 1A

réciproque de Thalés (dans le triangle) on obtie(AC’)// (CA’).

Si_2 et 2’ sont paralleles On a par hypothése que ABA'B’ et BCB'C’ sont des parédgrammes. On a: AB = BA” et
BT =B on additionne ces égalités, ce qui don&C" = &A” et donc ACA'C’ est un parallélogramme et (AC'Y/A'C). m

c) Théoréme de Ménélais dans I'espace

Théoreme: Soit A, B, C, D quatre points non coplanaires déespacee et M, N, P, Q quatre points
distincts appartenant respectivement aux droites (B), (BC), (CD), (DA) distincts de A, B, C, D.

MA NB PC QD

M, N, P, Q coplanaires « x x =1.
MB NC  PD  OA
Démonstration Deméme K € (BCD) et K € P et donc puisque P et (BCD) se coupent selon (N P),
K €(NP).

On ne peut avoir K = B car alors M et N seraienten B ni K = D car alors Q et P
seraienten D
D'aprés le théoréme de Ménélads dans (ABD) :
M A KB QD
K, M, Q alignés = — W ﬁ o7
De méme d'aprés le théoréme de Ménélads dans (BCD) :
NB PC KD

N, P, K alignés = B x £& =1
Kl o ™ o0 * X5

On multiplie membre & membre et on obtient :

=~ SiM, N, P, Q sontcoplanaires dans un plan P paraliéle 2 (BD), alors la droite (M Q) M4 x =B x :C x g =1 (E)
intersection de P et de (ABD) est paraligle & (BD). B N P, QA
D'apres le théoréme de Thalés dans le triangle (ABD) : 5
Réciproquement :
MA QA w siM, N, P, Q vérifient ) etsi (MQ) || (BD), alors d'aprés le théoréme de Thalés dans
MB OD MA MA QA
MB QD leplan (ABD), — = Q_ etdonc:
NB _TD HE o0
De méme dans le triangle (BCD), (PN) || (BD) et =% = =—.
e N5 _PC_._NB_PD
MA NB_PD QA N =
En muttipliant membre & membre : —= x == —Xe===1 ===
P! B Ne_ Po Q D NC  PD NC PC
On en déduit le résuitat cherché :
MA NB PC QD On aalors daprés la réciprogue du théoréme de Thalés dans le plan (BCD), (NP) || (BD).

Dou: (MQ) || (BD) et (BD) || (NP),etdonc M, N, P, Q sont coplanaires.

»~ si M, N, P, Q vérfient E) etsi (MQ)(BD) ={K}:

~ SiM, N, P, Q sontcoplanaires dans un plan P non paraliéle & (BD), (BD) et P se K n'estpas en B carsinon M seraiten B, K n'estpasen D car sinon @ seraiten D.
coupent en K. Alors K € (BDA) et K € P et donc puisque P et (BDA) se coupent Dans (ABD), M, Q. K sont alignés, donc d'aprés le théoréme de Ménélais :
selon (MQ), K € (MQ).

B NG PD 04

On divise membre a membre (1) et (E) et on obtient :

NB PC KD
NC PD KB

=1

D'aprés la réciprogue du théoréme de Ménélais dans le triangle BCD :
N, P, K sontalignés.
Onadonc (MQ) et (NP) sécantesen K et M, N, P, Q sont coplanaires. m]




d) Exercices

Soit ABCDEFGH un parallélépipéde.

1/ Montrer que (EBD) et (HCF) sont paralléles
2/ (AG) coupe (HCF) en J et (EBD) en |.
Montrer queAl’ = 1/3AG et AJ = 2/3AG.

3/ Montrer que | est 'isobarycentre de EDB eelucde | -

HCF.

D

Solution: 1/ On a (EB)//(HC) et (ED)//(FC). Or (EB) et (ED)ndaleux droites sécantes de (EBD) et (HC) et (FCx dkaites

sécantes de (HCF). Donc (EBD) et (HCF) sont parall@das deux droites sécantes de (EBD) qui sont gdealla deux droites

sécantes de (HCF)).

2/ D'apres 1/ (EBD)//(HCF)

Soit K le milieu de [AC] et L le milieu de [EG].
*Ona: - (AG) et (AC) sont sécantes en A.

- Les points d'intersections de (AG) avec (EBDJHEF) sont | et J.
- Les points d'intersections de (AC) avec (EBD)HEF) sont K et C.

Al AK
Donc par le théoréeme de Thalés dans le triangle(@d@ (IK)//(JC)) on obtient—=—— :%.
AJ AC
Comme A, I, J sont alignéal = % AT
*Ona: - (AG) et (EG) sont sécantes en G.
- Les points d’intersections de (AG) avec (EBDJHEF) sont | et J.
- Les points d'intersections de (EG) avec (EBDHEF) sont E et L.
G GL
Donc par le théoreme de Thalés dans le triangle(@ih (JL)//(IE)) on obtient—=—— =5
Gl GE

Comme G, |, J sont alignéaf =% GI.

Dol D&Iﬂ:%(%ﬁj +'GJ) =% AG +% GJ =% AG +%, Gr =% AG +%(?3DK + 'Al). Dot | 7

Comme Al = %jAjI - on obtient AJ =§ AG|

3/Ona %( E+1D+1B)= 1A+ %( AE+AD+AB) = 1A+ §( AE+FG+EF) = 1A+ %ﬁ? =0 (car 1A= —% AG).
Et :%( JH+JC +IF) :%ﬁ\#%( AH+ AC'+ AF) = j\ﬁl(+%( AD '+ DH+AD + DC +AB'+ BF) =DJ9¥+%(2 AD'+ 2DH+ 2HG)

=Jn +§ﬁ§ =0 (car JA = —%ﬁ?). .

5 — Compléments

Théoréme de Ménélais dans le plan

Théoreme: Soit A, B, C non alignés du plan?, M, N, P des points respectivement situés sur I¢

droites (AB), (BC) et (CA) et distincts de A, B, C.

2S

MA NB PC
M, N, P alignés « x X =1.
MB NC PA
(‘f - _I—\}-—— __IF_ N




Preuve : Supposons les points M, N, P alignés. laxgilele a (MP) passant par A coupe (BC) en A’, et leébréme de Thales

MA NA’ PC NC MA NB PC NA’ NB NC
donne : = et = = x x = x x =1

MB NB PA NA’ MB NC PA NB NC NA’

MA NB PC
Réciproguement, si on suppose gte— x x——=1 (*) est vraie, notons N’ I'intersection desaites (MP) et (BC). Le
MB NC PA

MA PA
point N’ existe, autrement les droites (MP) et (BCYrs paralléles et le théoreme de Thalés donge— = ——. Allié a
MB PC
NB
I'égalité (*) cela entraine——= 1 soit B = C, ce qui est absurde.
NC
MA N'B PC N'B NB
Le sens direct du théoreme permet d'écrire=——x x = 1. Cette égalité, alliée a (*), donnre—— = ——, d’'ou
MB N'C PA N'C NC

N = N’, et les points M, N et P sont bien alignés.

Théoreme de Céva

Théoréme : Soit ABC un triangle non aplati et P, Q, R trois points différents de A, B, C

respectivement sur les droites (BC), (CA), (AB). Airs les droites (AP), (BQ) et (CR) sont
concourantes ou paralleles si, et seulement si :

PB QC RA
X X
PC QA RB

=-1.

preuve (=) on peut déduire le théoréme de Ceva de celui de Ménélaiis : si les trois droites se coupent
G. la droite (CR) coupe les cotés du triangle 4BP en C, G, R. Par le théoréme de Mén¢laiis. on a

| 5

Sl
]
|’%\§:||%\

= 1. De méme. la droite (BQ) coupe les cotés du mriangle 4PC en B. G, Q donc

51 FB QC RA
—.—.=— = 1. En multipliant les deux égalités obtenues. on obtient —.=—.— = -1

GP BC 04 o PC QA RB
(&) Réciproquement. supposons T O B e = —1. Siles droites (4P). (BQ). (CR) ne sont pas

4
paralleles. deux d’entres elles. par exemple (4P) et (BQ) se coupent en un point G. La droite (CG)

coupe alors (45) enun point R’ : en effet si elle était parallele & (4B). le théoréme de Thales

£l
3l
!

k”\
b"\

A .. PB 04 , AB S . .
impliquerait — = —=— car ces deux rapports sont égaux a . ce qui impliquerait avec I"hypothése
PC oc GC

R4 ;

— =1 ce qui est absurde.
PB QC ) . R4 RA

Le théoréme de Ceva dans le sens direct implique — Q— = —1. ce qui enfraine —=—. d’oll
PC QA R'B RB R'B

R =R’ Les trois droites initiales concourent donc en G. a

Remarque Ce théoréme implique que les médianes d’'undhe&asont concourantes, car les trois rapports
figurant dans la relation donnée sont égaux a —1.

Mesure algébrique
Proposition : Soit A, B, C, D quatre points d’'une droite®.
1)AB+BC=AC = AB + BC= AC.

2)SoitAOR, AB=ACD = AB=ACD.

Remarque AB ) (resp ABV) la mesure algébrique de (A, B) pour le vectéyresp.vV), V = k.U.
AB="AB t=AB V= AB ki AB . KAB
A~ Yo o Vi, & —uT ——v
AC= AC = AC V= AC klu AC Kk AC




